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Introduccién

En los Gltimos afios, tanto 1a utilizacién de los métodos estadisticos comeo su sofis-
ticacion han sufrido un importante incremento en ¢l campo de la investigacion sani-
taria. Esta relacidn entre la estadistica y la investigacion en salud ha sido un acicate
para el desarrollo de la primera pues, ante nuevas preguntas de investigacion, los esta-
disticos han tenidoe que proponer nuevos modelos para tratar de respondertas; un ejem-
plo de esta relacion es el modelo de regresion logistica para analizar los estudios de
seguimiento v los de casos y controles. Actualmente, la regresion logistica es ¢l méto-
do multivariante mds utilizado en el dambito de la investigacién sanitaria.

Esta monografia sobre regresién logistica tiene su origen en las notas de clase de
los cursos impartidos por el autor en los diez (iltimos afios en la Escuela Andaluza de
Salud Publica. Estd pensada para un lector del campo de la salud, pero también puede
ser de interés para investigadores y estudiantes de estadistica y de ciencias sociales;
por este motivo se ha tratado de hacer mas énfasis en la interpretacion de resultados
que en la formulacién de los distintos modelos. De cualquier forma. y para una com-
presion mdas rigurosa, ha sido inevitable alguna que otra férmula que espero que no
desanime demasiado al lector; los conocimientos de matemdticas necesarios para su
lectura no van mds alli del bachiller pero si es necesaria la familiaridad con los con-
ceptos hdsicos de estadistica: descriptiva, probabilidad, intervalos de confianza y tests
de hipdtesis; alglin conocimientio de la regresion lineal puede facilitar la lectura.

La monograffa estd estructurada en cuatro capitulos. En el primero se introduce
el modelo de regresion logistica binaria simple, tanto para el caso de una predictora
categdrica como para una continua. En el segundo capitulo se utiliza el modelo de
regresién miltiple como mecanismo para controlar el efecto de confusion entre las
predictoras asi como para modelar las posibles interacciones; ademds se discuten las
distintas estrategias de seleccion de variables y de comparacién de modelos. En el ter-
cer capitulo se presentan distintas técnicas para evaluar caracteristicas que son desea-
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bles que cumpla el modelo que se ajuste. Por dltimo, el cuarto capitulo estd dedica-
do a distintos modelos logisticos en donde la respuesta tiene mds de dos categorfas,
distinguiendo entre respuestas nominales y ordinales. Los dos primeros capitulos cons-
tituyen el material para un curso bésico de regresidn logistica; en una primera lectu-
ra los apartados 1.8 y 1.9 se pueden omitir sin pérdida de comprension,

Evidentemente han quedado por tratar aspectos de la regresion logistica muy inte-
resantes que se han desarrollado en los tltimos afios desde diversas perspectivas; 1os
estudios de cohorte con medidas repetidas han dado lugar a nuevos modelos de regre-
sion logistica que contemplan la dependencia entre los distintos valores de la respuesta
en las sucesivas mediciones; la existencia ocasional de una estructura jerdrquica entre
las predictoras ha llevado a la construccidn de modelos logisticos multinivel; también
se ha propuesto el modelo de regresién logistico bajo Ia perspectiva de la estadistica
bayesiana, etc. En general, estas técnicas requieren una mayor sofisticacion estadisti-
ca que cae fuera del nivel de esta monografia.

Son muchas las personas que de una forma u otra tienen que ver con esta Mono-
grafia y a las que quiero manifestar mi agradecimiento. Los alumnos, especialmente
los Residenies de Medicina Preventiva y Salud Publica, por el interés que siempre
mostraban en conocer algo que para algunos pertenecia al mundo de 1o esotérico; ellos
son, en gran parte, ¢l porqué de esta historia. Emilio Perea, Miguel Angel Martinez,
Jordi Sunyer, M* Victoria Zunzunegui y Rosa Mifiarro me ayudaron mucho con sus
criticas y aportaciones. Quiero agradecer especialmente a Ricardo Ocafia su contri-
bucién y el apoyo que me prestd con el programa S-Plus; Carmen Martinez fue un
estimulo en los momenios de distraccidn. Tan solo me queda por reclamar exclusiva-
mente para mi Ia responsabilidad de cualquier error en o que sigue.



CAPITULO |
REGRESION LOGISTICA BINARIA SIMPLE

En este capitulo, tras mostrar la necesidad de introducir modelos de regresion para el estu-
dio de variables dicotémicas, definiremos el modelo de regresion logfstica con una sola pre-
dictora; veremos como interpretar y estimar sus coeficientes, la adecuacion del modelo a los
distintos estmdios epidemioldgicos v, por dltimo, introduciremos algunos concepros de gran
utilidad para el resto de la monografia.

1.1 Introduccién

Tanto en Salud Pablica como en el 4mbito de la Medicina Clinica, es frecuente la
situacién en que se dispone de una variable resultado con sélo dos posibles valores,
es decir, una variable dicotémica. Tras una campafia publicitaria disefiada para cam-
biar el hibito de fumar en una determinada poblacion, la variable resultado en cada
individuo se puede medir en base a que haya o no abandonado tal habito; para un cli-
nico puede ser de inter¢s estudiar qué factores pueden estar asociados al hecho de que
un individuo presente 0 no rechazo al trasplantirsele un rifién; ;qué factores pueden
estar asociados a la presencia o ausencia de un peso anormalmente bajo en los recién
nacidos? Estos y otros muchos ejemplos ponen de manifiesto las miltiples situacio-
nes posibles en que un investigador de la salud puede estar interesado en estudiar rela-
ciones entre variables en donde la variable resultado es binaria, es decir, sélo puede
tomar dos valores: rechazo si o rechazo no; bajo peso si o bajo peso no, etc.

Una aproximacion al estudio de tales relaciones consiste en hacer uso de la dis-
tribucidén chi-cuadrado para el andlisis de la tabla de contigencia generada; va que la
variable resultado es dicotdomica, la tabla correspondiente serd del tipo 2x¢, siendo ¢
el nimero de categorias de la variable predictora o independiente, la variable que gue-
remos ver sl estd o no relacionada con la variable resultado. Si la predictora es pro-
piamenie categdrica, se utilizarén sus categorias sin més y si fuese coantitativa tendriamos
que categorizarla, con la pérdida de informacidn que ello contieva. De cualquier modo,
formada la tabla, mediante un test de la chi-cuadrado podemos contrastar la hipdtesis
de independencia de la variable resultado con la predictora.

Sin embargo, la situacién mds frecuente no es la de disponer de una sola variable
predictora; en general, para cada individuo objeto de estudio se suelen medir mas
variables de las que algunas podrian afectar a la variable resultado. Siguiendo con la
estrategia antes expuesta, se trataria de categorizar las predictoras y formar una tabla




12 ) MODELOS DE REGRESION LOGISTICA

de contingencia de tantas dimensiones como sea el nimero de predictoras mds uno.
Esta manera de enfocar el problema, gue en el dmbito de la epidemiologia se cono-
ce como estratificacion, presenta un grave problema: cuando el nimero de predicto-
ras es superior a 4 6 5, caso frecuente por otra parte, el nimero de tablas o estrafos
a formar crece tanto que la mayoria de las casillas de las subtablas generadas suelen
estar vacfas por lo que las estimaciones que se hagan a partir de estas subtablas serin
poco precisas ¥ los tests basados en la distribucién chi-cuadrado no son aplicables.

Consideremos, por ejemplo, que se estd inleresado en estudiar la posible relacion
entre el bajo peso al nacer y el hdbito de fumar de la madre; ya que puede haber otras
predictoras que perturben la relacidn entre las dos variables serfa de interés controlar
su efecto. Ejemplos de posibles variables que pueden alterar tal asociacion son: el con-
sume de alcohol, el nivel socioecondmico, 1a edad, etc. Aungue tan s6lo se conside-
rasen estas cuatro variables y, a pesar de los inconvenientes antes sefialados, las
convirtiésemos en dicotémicas, tendrfamos que formar (2} 2X2}(2)=16 estratos, es
decir, 16 tablas 2x2 en donde estudiar la relacion bajo peso vy hdbito de fumar de la
madre; en términos mds realistas, si consideramos 3 categorfas para la paridad, 4 para
el nivel de consumo de alcohol, 6 para el nivel socioecondmico vy 5 para la edad, el
nlimero de estratos a formar serfa (3)(4)(6)(5) = 360. A no ser que se dispusiese de
un tamaifio de muestra muy grande, las estimaciones que hiciésemos a partir de tales
tablas serfan muy imprecisas.

En resumen, si seguimos esta aproximacién al problema, a la pérdida de infor-
macion derivada de Ia categorizacion de las variables predictoras, habria que sumar
la poca precisidn de las estimaciones de los riesgos en los distintos estratos. Esios
argamentos justifican la bisqueda de otras aproximaciones al problema planteado.

1.2 Modelos de regresion

Bajo este nombre se engloban una serie de modelos estadisticos que tratan de cuan-
tificar la asociacidn o dependencia entre una variable resultado y una o varias varia-
bles predictoras; es costumbre representar por la letra ¥ a la variable resultado o
variable respuesta y por X a la variable predictora o covariable; en caso de disponer
de un nimero m de predictoras las representaremos por los simbolos Xy, Xs, ..., X,
Pues bien, mientras gue para ningtin modelo de regresion existen restricciones acer-
ca de la naturaleza de las predictoras, 1a de la variable resultado es la que condicio-
na el tipo de modelo de regresion.

En orden cronoldgico, el primero que fué propuesto y, por otra parte, el mejor
conocido, es el Hamado modelo de regresidn lineal; este tiene como objetivo estudiar
las relaciones entre una variable resultado continua, por ejemplo, la presion sistolica
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(PS), y un conjunto de predictoras; para el caso univariante. el de una sola predicto-
ra, por ejemplo, el fndice de masa corporal (IMC), el modelo establece que

PSZB()+B1]MC+€

donde By y By son los llamados pardmetros o coeficientes del modelo; e es un térmi-
no aleatorio distribuido segiin una normal de media cero y varianza constante. Es decir,
la presion de un individuo es una constante 35, mds el producto de otra 3, por su indi-
ce de masa corporal, mas un término aleatorio que cambia de uwnos individuos a otros.
Una maners alternativa de formular ese modelo es mediante la expresion

E(PS) = By + BIMC

donde E(PS) representa la media de la presidn.

Escrito de esta forma podemos entender que de lo que se trata realmente es de
estudiar la relacién entre el valor medio de fa respuesta y la predictora; para ello se
propuso este modelo tan sencillo, pues establece que tal relacién se puede represen-
tar graficamente mediante una recta, la curva mas simple.

Como quiera que la presién depende, aparte del IMC, de otras caracteristicas indi-
vidules, la incorporacion de éstas al modelo puede ayudarnos a entender, al menos
parcialmente, la variabilidad de las presiones entre Tos distintos individuos. Entonces
en el caso en que disponemos de varias predictoras, el modelo es

E(PS) = B + B Xy + PoXy +... + B X,

donde Xy, X, ..., X,, (IMC, edad, género, consumo de alcohol, colesterol, etc.) son
las m predictoras que utilizamos para explicarnos los cambios del valor medio de la
variable resultado.

Aunque como se dijo anteriormente, este modelo es muy bien conocido desde hace
tiempo -Galton ya lo utilizo en el estudio del componente genético implicado en la
altura de los individuos-, el modelo lineal presenta dificultades practicamente insal-
vables si la variable respuesia es categdrica; por esta razén s¢ han propuesto otros
modelos para esta nueva situacion, de los que los modelos de regresion logistica son
el objeto de esta monografia.

Otro tipo de variable respuesta que se presenta con frecuencia en la investigacién
sapitaria es el tiempo que transcurre desde un momento determinado hasta la ocu-
rrencia de un fendmeno de interés; por ejemplo, el tiempo que pasa desde el diag-
ndstico de un cdncer de mama hasta la muerte de la paciente, Al tratarse del tiempo,
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podria pensarse que podriamos considerarla como una variable continua y, por tanto,
utilizar el modelo de regresidn lineal; sin embargo, la novedad que presentan este tipo
de estudios es que para algunos individuos no va a ser posible medir exactamente la
variable respuesta. Imaginemos un estudio sobre supervivencia de céncer de mama
que comenzd en 1986; si decidimos como periodo de estudio el decenio 1986-1995,
afortunadamente no todas Ias mujeres diagnosticadas en ese periodo habrdn fallecido
al finalizar del estudio. Por tanto de las mujeres que no han fallecido no conocemos
el tiempo de supervivencia; asi, de una mujer diagnosticada a principios de 1991 y
que no haya fallecido al finalizar 1995 no podemos decir que ha sobrevivido 5 afios,
sino gue al menos ha sobrevivido 5 afios; de estos tiempos de supervivencia se dice
que estdn censurados. Fsta caracteristica pone en evidencia la necesidad de uvtilizar
nuevos modelos que puedan tratar con este tipo de variable respuesta; son los llama-
dos modelos de regresion de supervivencia de los que el modelo de Cox (1972) es el
mas utilizado en la literatura sanitaria.

1.3 La distribucion binomial

Consideremos una poblacidn en la que log individuos pueden ser clasificados en
funcién de la presentacion o no de una determinada caracteristica, por ejemplo, en
una poblacion de recién nacidos la caracteristica en cuestion puede ser el tener bajo
peso al nacer, definido como pesar menos de 2.500 gramos. Vamos a definir una varia-
ble ¥ tal que ¥=1 en los nifios con bajo peso, mientras que en los nifios sin bajo peso
Y=0: a una variable de este tipo se conoce como variable de Bernoulli. Si en la pobla-
cidn de interés el 7% de los recién nacidos son de bajo peso, podemos establecer que
la probabilidad p de que al elegir al azar un recién nacido €ste sea de bajo peso es de
0.07; escrito formalmente p=P(¥Y=1)=0,07 y, por tanto, 1-p=P(¥Y=0)=0,93. Estas dos
igualdades describen la funcién de probabilidad de la variable dicotémica Y.

Supongamos ahora que tomamos dos nifios al azar y definimos la variable ¥ cuyos
valores son el nimero de nifios, de entre los dos elegidos, que tienen bajo peso; evi-
dentemente esta variable asi definida puede tomar tres posibles valores: Y=0 si nin-
guno de los dos nifios es de bajo peso, ¥=1 si un solo nifio tiene bajo peso y, por
iltimo, ¥=2 en caso de que los dos lo tengan. Veamos como definir su funcion de
probabilidad, es decir, 1a regla que nos permite calcular las probabilidades de que ocu-
rra cada una de las tres posibles situaciones.

Si aceptamos que }a presencia de la caracteristica de interés, el bajo peso en un nifio,
no influye en la presencia de ella en otro nifio de madre distinta, es decir, estamos hablan-
do de sucesos independientes, la ley multiplicativa de las probabilidades nos permite
decir que la probabilidad de que ninguno de los nifios sea de bajo peso es igual a (1-
p)1-p)= (1-p )% por tanto P(Y=0) = (1-p)*. La probabilidad de que ¢l primer nifio
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sea de bajo peso v el segundo no, es p{l-p). v la probabilidad de que primero no io
sea y el segundo si es {1-p)p; por tanto, la probabilidad de que uno de ellos tenga
bajo pesc serd P(Y=1)=2p (1-p). Por dltimo, la probabilidad de que los dos sean de
bajo peso serd p.p=p?, es decir, P(Y=1)= p?. Asf, 0,932 = 0,865, 2(0,07)(0,93)=0,130
y 0,072=0,005 son las probabilidades de que al tomar una muestra de dos nifios nin-
guno, uno o los dos, respectivamente, sean de bajo peso.

Estas dos situaciones en gue hemos utilizado muestras de tamafios I y 2, respec-
tivamente, se pueden generalizar a cualquier tamafio de muesira. Si elegimos una
muestra de 1 recién nacidos, podemos definir la variable ¥ cuyos posibles valores son
el mimero de nifios con bajo peso; evidentemente esos valores son todos los ndmeros
enteros comprendidos entre cero y n. Pues bien, se puede demostrar que la probabi-
lidad de que en una muestra de n nifios haya » de ellos con bajo peso se puede cal-
cular mediante Ia expresién

P(Y=r)=("pr(1-pynn

donde
1
. !

=oorl (mer)!

y n! es un simbolo que representa el producto de »n por todos los ndmeros enteros
positivos inferiores a €l. La expresidn anterior que permite calcular estas probabili-
dades es la llamada funcién de probabilidad binomial y de Ia variable Y se dice que
sigue Ia distribucién binomial. Ya que tal funcién nos permite calcular cualquier pro-
babilidad con sélo conocer n y p se dice que estos son los pardmetros de la distribu-
¢iGn binomial.

Imaginemos gue hemos tomado una muestra de 20 recién nacidos, ;cudl es la pro-
babilidad de que en esa muestra haya 2 nifios con bajo peso? En este caso, n=20y
r=2 por lo que

!
P(y=2)=(*7)0,07%(1-0,07)20 2= 20!

~ (007209318 =
21 (20-2)

- 2;(19)...2x1)
OHAB)AT)...2ND

0,072 0,931 = (0,25

lo que se puede interpretar diciendo que un 25% de las muestras de 20 nifios que
tomemos tendrdn dos recién nacidos de bajo peso.

Si nos dedicaramos a tomar muchas muestras, evidentemente unas tendrian un
nimero de pifios de bajo peso y otras otros pero ;cudl seria el ndmero medio por
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muestra ¥ cémo de distintos serfan tales niimeros? En otras palabras, jcual es fa media
y varianza de una variable binomial de parametros s, p? Se puede demostrar que la
media y la varianza vienen dadas por las expresiones n-p y n-p-(1-p), respectivamen-
te. Por ianto, para muesiras de 20 recién nacidos, el ndmero medio de casos de bajo
peso por muestra es 20(0,07)=1,4 y 20{0,07)(0,93)=1,3 es una medida de ia varia-
bilidad del niimero de casos de bajo peso entre las distintas muestras.

1.4 La transformacion logit

Consideremos ahora la situacién en que la variable ¥ es dicotémica tal que Y=1
si el individuo presenta la caracteristica de interés e ¥=0 en caso contrario. Por tanto
se puede admitir que la variable respuesta sigue una distribucién binomial de pard-
metros 1 y p, donde p representa 1a probabilidad de que un individuo presente la carac-
teristica de interés, es decir, Ia probabilidad de que Y tome el valor 1; esta situacién
tedrica aparece en el caso en que para cada individuo consideramos la variable Y.
Como para una variable binomial de pardmetros n v p su media es el producto n-p,
en este caso la media serd 1.p=p. De esta forma el modelo de regresion lineal se
podria escribir de la forma

EY)=p=Py+ X

. Ya que no existen restricciones sobre los valores de los parametros del modelo,
es posible que las estimaciones de los pardmetros sean tales que la suma

B{) + GzX

sea, en alguna ocasion, o superior a la unidad o inferior a cero; en cualquiera de esas
dos situaciones nos encontramos con un problema muy serio: podemos tener estima-
ciones de la probabilidad de presentar la caracteristica o bien mayores que la unidad
o bien negativas, lo cual carece totalmente de sentido; esta sitnacién no causaba pro-
blemas en regresién lneal pues al ser ¥ normal condicionada a los valores de Ja varia-
ble X, cualquier valor real puede ser licito para la media de Y. Este argumento invalida
cualquier intento de utilizar la metodologia de la regresion lineal para el caso de que
Y sea binomial; ademads, la hipdtesis de varianza constante tampoco se mantiene en
esta nueva situacion.

Una medida muy utilizada tanto en ciencias sociales como en epidemiologia es la
que denominaremos ventaja u oportunidad, una de las varias traducciones propuestas
para la palabra odds de los anglosajones. Sea p la probabilidad definida anteriormen-
te; el cociente

P
I-p
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es decir, la probabilidad de presentar la caracterfstica dividida por la probabilidad de
no presentarla, se denomina ventaja de la citada caracterfstica; que una ventaja de una
determinada caracteristica sea 5 significa que, en Ia poblacién correspondiente, es 3
veces mds probable presentar la caracteristica que no presentarla. Los posibles valo-
res de una ventaja pueden ser cualquier nimero positivo; en efecto, no puede ser nega-
tiva porque tanto p como 1-p son siempre como poco cero, es decir, valores no negativos;
por otra parie, si la caracteristica de interés es poco frecuente, es decir, p es préxima
a cero, asi lo sera también la ventaja y si la caracteristica es muy frecuente, es decir,
P es proxima a uno, la ventaja serd muy grande.

Si consideramos la transformacién, mediante el logaritmo neperiano, de este paré-
metro
P
I-p

log

sus posibles valores pueden ser cualquier ntmero real, tanto positivo como negativo,
con lo que desaparece el problema antes comentado; esta transformacion de p se deno-
mina la fransformacion logistica o transformacion logit de la probabilidad p

log

P, .
ip = logit(p)

De esta manera el modelo que nos puede permitir, en principio, resolver el pro-
blema que tenemos planteado puede representarse en la forma

[Og”(P)z IDg = BG + Bl‘Xi + BZX'Z +...+ Bme

L-p

Este modelo, aunque fue propuesto a principios de los afios sesenta, no alcanzé
sin embargo su mayor popularidad hasta mediados de los setenta en que se generali-
z6 el uso de los ordenadores pues, como luego veremos, las estimaciones de los pari-
metros conllevan una complejidad de cdlenlo que es pricticamente insalvable sin el
auxilio de las mdquinas. Este modelo se planted en el dmbito del andlisis de los estu-
dios de cohorte tambicn se puede aplicar a otros disefios epidemiolégicos como 1os
estudios de casos y controles y los transversales. El gran atractivo de este modelo estd
en que sus paramelros son interpretables como una medida de riesgo asociado a las
predictoras, como se verd mas adelante.

1.5 El modelo logistico binario simple

Consideremos por ahora la situacién en que sélo se dispone de una variable pre-
dictora, dicho en términos epidemioldgicos, un sélo posible factor de riesgo. El moti-
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vo de considerar este caso particular se debe mds que nada a su mds facil compren-
sion que ¢l caso con varias predictoras. Segiin el modelo logistico antes propuesto,
para el caso de una sola predictora, toma la forma

logit(p)= log 50 = PBo+ BuX

donde p representa la probabilidad de que un individuo presente la caracteristica de
interés y X es la tinica predictora. La expresion anterior es equivalente a esta ofra

P = @ By + B X
I-p

y despejando p obtenemos otra forma de escribir el modelo logistico

e ﬁUJr ﬁIX
E(Y)Z p = —.]-M__W__—i- p T E_))lX

Si consideramos ¢l caso en que la variable X ¢s cuantifativa y representamos en
un sistema de dos ejes los valores de p en funcidn de los valores de X, podremos com-
probar que la representacién gréfica del modelo es como aparece en la Figura 1.1,

1.0

Probabilidad
0.6
i

.4

0.2

0.0
!

Figura 1.1. Funcion logistica con By > 0.



REGRESION LOGiST_lCA BINARIA SIMPLE 19

0 bien en la Figura 1.2, dependiendo de que el valor del pardmetro B; sea positivo o
negativo, respectivamente. Es decir, el modelo logistico postula que el cambio de p,
en funcidn de X, es lento al principio, luego se hace mds répido creciendo prictica-
mente como st fuese ana linea recta y, al final, vuelve a enlentecerse.

Probabitidac

Figura 1.2. Funcién logistica con B, < 0.

Obsérvese la diferencia con el modelo lineal que suponfa una velocidad de cam-
bie constante a lo largo del rango de los valores de X. Lo que si cambia de forma
lineal es el logit(p} como aparece en la Figura 1.3.

También la dltima formulacién del modelo logistico nos permite comprobar facil-
mente que el valor p, la media de la vartable resultado, se mantiene dentro de los valo-
res permitidos para una probabilidad; en efecto, ya que

e By + B:X
IR PP

estamos expresando la probabilidad como un cociente entre dos cantidades no nega-
tivas, pues sean cuales sean los valores de los pardmetros, la cantidad e P *Bi¥ o
puede ser megativa; como, ademds, el numerador es siempre menor o igual que el
denominador, el cociente va a variar entre 0 y 1, el rango de valores permitido para
utta probabilidad.
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togit de la probabilidad

Figura 1.3. [a linea continua representa la relacién entre logitip) y X para B, > 0;
la linea rayada es para ef caso B; < 0.

1.6 Interpretaciéon de los parameiros

Antes se avanzd que una de las ventajas de la utilizacién del modelo de regresion
logistica era la facilidad de la interpretacién de sus coeficientes. En efecto, conside-
remos dos sujetos con valores x; y x; de la variable X; conocidos tales valores y con-
siderando el modelo

14
log Tp - Bo+ Bi X

tendremos que para el primer individuo

p
log 1_};1 = P+ Pixy
y, para el segundo
2
log - m
OF I, Bo + Bixz

donde p, es la probabilidad de que un individuo con valor x, de la variable X presente
la caracteristica de interés; p, es lo andlogo para un individuo con valor x» de a varia-
ble X. Restando estas dos igualdades tenemos
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b o Bo + Brxy) - Bo + Puxy) = Prxy-Prxo = B (1 - 1)

P log =z
R

I-p,

log

y ya que la diferencia de dos logaritmos es igual al logaritmo del cociente, en defi-
nitiva tenemos la siguiente expresion,

P, (1.1)

l-p
e = 'E’l. (x1 - x2)
Py

1 P,

log

El cociente
Py
L-p, - P (- -
P Py (1))
I-p,

(OR)

es una razon entre dos ventajas por lo gue se conoce con el nombre de razdn de ven-
tajas que representaremos mediante el simbolo OR {odds ratio).

La expresion anterior se puede escribir de esta otra forma

log(OR) = Py (x; - x2)
o lo que es igual

OR = ¢ P10 -x)

gque podemos traducir diciendo que la razén de ventajas entre dos individuos con
valores x; ¥ x, de Ia predictora se puede conseguir elevando el nidmero ¢ al producto
Bi (xy - x2); considerando el caso particular en que x; = x, +1, es decir, si los indivi-
duos se diferencian solo en una unidad en términos de la variable X, tendremos

log(OR) = By { x1 - (xy - D)= Py

que es igual a decir que [}, se puede interpretar como el logaritmo de la razén de ven-
tajas de presentar la caracteristica entre dos individuos que se diferencian en vna uni-
dad respecto a la predictora; la dltima expresién también puede adoptar esta nueva
forma

OR = P
por lo que By es un valor que cumple la siguiente propiedad: elevando el nimero ¢ a

By, el resultado no es mds que la OR entre dos individuos que se diferencia en una
unidad en términos de la predictora.
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El hecho de que [, sea cero supone que

7 eﬁO+B1X eBoJrOX gBO
E(Y}—p— E+eBO+le - 1_}_eBU-i—OX . I _i_eﬁn

cantidad que no depende de la predictora X; es decir, que B, sea cero implica que p
es una constante, no depende de X; de otra manera, que By sea cero significa fa inde-
pendencia entre la variable resultado y la predictora en cuestién. Otra forma de esta-
blecer la independencia es apoydndose en el hecho de que si B1=0, entonces

OR =eb =e%=1

lo que significa que las dos variables son independientes si la OR es la unidad. Como
en todos fos modelos de regresion, el valor de las estimaciones de los coeficientes
correspondientes a las predictoras dependen de las unidades de medida que se utili-
cen para &stas, por lo que su interpretacion no estard completa sin sna referencia a las
unidades de medida elegidas; esta cuestion se discutira mds adelante.

1.7 Interpretacion de la OR

La situacién mds simple para el cidculo e interpretacion de la OR es el caso de una
sola predictora dicotdmica. En la Tabla 1.1 aparecen los resultados de dos cohortes
de individuos, una de 470 hombres con unos niveles de 240 mgrs. de colesterol y otra
de 254 con 210 mgrs. de colesterol; tras un periodo de seguimiento, en la primera
cohorte hubo 31 casos de enfermedad coronaria y 8 en la segunda.

Tabla 1.1. Nivel de colesterol y enfermedad coronaria.

ENFERMEDAD CORONARIA

Si No Total
NvELDE 240 mor \ AT s A
COLESTEROL 210 mgr. |7 1800 |l gdg i 254
Total | 39 635 724

De la Tabla 1.1 podemos estimar la ventaja de presentar infarto en cada una de
las cohortes; asi, para la primera

By 31470 _ 0,0660

L - = (,0707
1-f, 439/470  0,9340
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y, para la segunda,

P, _ 8254 0,0315
1-p, 246/254 00,9685

= (,0325

por tanto, una estimacién de la razén de ventajas de padecer infarto entre los indivi-
duos con 240 mgrs. de colesterol respecto a los que tienen 210 es
0,0707

— = 2,17
0,0325

En el apartado anterior se dijo que la razén de ventajas se puede escribir como el
cociente
py(l-py)

por lo que, dispuestos los datos de las dos cohortes en forma de tabla 2x2, la razén
de ventajas se puede estimar asi

OR = L1072 _ G1AT0) 246/254) _ (31) (246) _ 5 |-
po(bp)y  (8/254) (439/470)  (B) (439)

como resultaba antes. De esta manera, fa razén de ventajas se estima mediante el
cociente de los productos de los dos niimeros que aparecen en las dos diagonales de
la tabla 2x2, motivo por el que también se denomina a esta medida razdn del pro-
ducto cruzado.

Sin embargo, en los estudios de cohorte la medida de asociacién mds natural es
el llamado riesgo relative definido como el cociente de las incidencias de la enfer-
medad entre los individuos expuestos y 1os no expuestos; si a los individuos con 240
mgr los copsideramos como expuestos y a los de 210 mgr. como no expuestos, una
estimacién del riesgo relativo para este estudio serd

(31/470) _ 2.09
(8/254)

valor cercano a 2,17 con el que estimamos a la raz6n de ventajas.

Pero, jqué significa que la estimacién del riesgo para el estudio de la Tabla 1.1
sea 2,177, el valor 2,17 nos da una idea acerca del niumero de veces al que esta a mds
riesgo de sufrir enfermedad coronarta, durante el periodo de estudio, un individuo con
240 mgr. de colesterol que otro individuo con 210 megr.
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En el siguiente apartado se demuestra como la regresion logistica es aplicable a
los estudios de ¢asos y controles manteniéndose la interpretacion del pardmetro de la
predictora como logaritmo de la razén de ventajas; sin embargo, el término [, pierde
su significado a no ser que se conozcan las fracciones de muestreo entre los casos y
entre los controles.

1.8 El modelo logistico en distintos tipos de muestreo *

Hasta ahora se ha visto la interpretacién del coeficiente B; que acormpafia a la
variable predictora, pero ;jcémo interpretar el érmino independiente By que aparece
en el modelo? Representemos por ¥ la presencia, Y=1, o ausencia, ¥Y=0, de una deter-
minada enfermedad; si X es un factor de riesgo binario, de tal forma que X=1 si el
individuo estuvo expuesto a tal factor y X=0 en caso contrario, para un individuo no
expuesto, el modelo logistico queda en la forma

logit(po) = Bo + B1 0 = Py

donde py es la probabilidad de enfermar, en el periodo de seguimiento, en fos que no
estdn expuestos: por tanto, pg es la incidencia de la enfermedad entre los no expues-
tos. En resumen, Py se puede interpretar como el logit de la probabilidad de enfermar
entre los no expuestos.

El disefio natural para el modelo logistico que se acaba de presentar es el estudic
de cohortes; en efecto, en este tipo de estudio lo que se conoce o fija de antemano es
el nivel de exposicién y entonces, prospectivamente tras un determinado periodo de
seguimiento, se mide el estado de salud, por lo que tiene sentido preguntarse por la
probabilidad de que, tras el periodo de seguimiento, un individuo expuesto 0 no expues-
to, desarrolle la enfermedad; dicho més formalmente, en los estudios de seguimiento
tiene sentido el cdlculo de la probabilidad condicionada

p = P(Y=1/X)

donde P(Y=1/X) indica la probabilidad, condicionada al valor de X, de que el indivi-
duo enferme. Sin embargo, no es la mayor razén de la popularidad del modelo logis-
tico su aplicabilidad a los estudios de cohortes sino su uso en los estudios de casos y
controles; en este disefio, el esquema de muestreo es distinto, pues se elige a los suje-
tos de estudio segin los niveles de la variable resultado, los casos o enfermos y los
controles o sanos, midiendo retrospectivamente la variable de exposicion. Afortana-
damente, el modelo logistico puede adaptarse perfectamente al estudio de casos y con-
troles manteniendo el coeficiente B; el mismo significado pero con diferencias en
cuanto a la interpretacién del término independiente, (Breslow (1980)).

* Hgta seccién puede omitirse en una primera lectura
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En efecto, si notamos por Z fa variable que toma el valor 1 1 ¢l individuo ha sido
clegido para entrar en el estudio de casos v controles y 0 en otro caso, sean

T =PZ=1/Y=1) v my=P(Z=1/Y=0)

las probabilidades de ser elegidos como caso y como control, respectivamente, es
decir, las fracciones de muestreo entre los casos y controles. Haciendo uso del teore-
ma de Bayes se puede escribir que la probabilidad de que un individuo elegido con
un valor determinado de la predictora, sea un caso es

P(Z=1/Y=1,X) P(Y=1/X)
PZ=1/Y=1,X) P(Y=1/X) + P(Z=1/ ¥Y=0, X) P(¥=0/ X)

P(Y=1/2=1,X) =

donde P(¥=1/X)y P(Y=0/ X) son las probabilidades de presentar y no presentar la
caracterfstica, respectivamente, condicionadas al valor de la variable predictora X; es
decir, si

eﬁu""BtX
entonces,
i
PY=0/X)=1- P(¥=1 /X)—W

sustituyendo estos valores en la expresion anterior y después de alguna manipulacién
algebrdica se llega a esta ofra igualdad

Tti ef’(}""ﬁix

y dividiendo numerador y denominador por 7, se llega a que

T BB X
. . T
P¥Y=1/Z=sl, Xy 20
E_i eﬁn*ﬁix + 1
Ty

o lo que es igual
o102l Bol B, X

€ “Ug[%]*ﬁu.HﬁlX + 1

P(Y=1/7=1,X) =

que es la misma expresion conocida del modelo logistico salve que el término inde-
pendiente pasa a ser ahora

Po"= log (ﬁﬁé) +Bo
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donde 7, y ®, son las fracciones de muestreo para los casos v los controles respecti-
vamente. Ya que casi nunca se conocen tales fracciones de muestreo, a partir de un
estudio de casos y controles no se puede conocer a incidencia de la enfermedad entre
los no expuestos. Es de advertir que la probabilidad de que un caso sea elegido como
caso condicionada a un valor de X, es decir, P(Z=1/ ¥=1, X), se ha sustituido por
P(Z=1 1 Y=1), lo que significa que estamos asumiendo que las probabilidades de
muestreo s6lo dependen de la variable resultado ¥y no de la variable predictora; dicho
mds claramente, los casos y controles se deben elegir independientemente de su situa-
cién en cuanto a la exposicion.

Sin embargo, es ficil comprobar que B; sigue teniendo la misma interpretacidn
que en los estudios de cohorte; en efecto, ya que
eﬁ(};l;+BIX

PY=1/2=1,X)=— 5 .
( X) 1 +e§o+ﬁaX

que no es mds que la probabilidad de que un individuo del estudio, con un determi-
nado valor de la predictora, tenga la enfermedad, podemos decir que para un indivi-
duo expuesto, X=1, tal probabilidad es
eﬁ(? +B
1 - eB;"'BI

por lo que la ventaja para los expucstos es
C)Bug"?“ﬁz
L+ ePo+B

N
I + BB{)*+§1

- Bo+ B

De igual manera, para los no expuestos. X=0, la probabilidad de tener la enfer-
medad es

b

1+ef

por lo que para ellos Ia ventaja serd

B

1 +}€ 0 :(—;’E')’dr
1+eb
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El cociente de las dos ventajas, es decir, la razdn de ventajas es entonces

e BB,

OR = = eh

€ B:f

por lo que el coeficiente By de la predictora sigue teniendo la misma interpretacién
que en los estudios de seguimiento como logaritmo de la razon de ventajas.

1.9 Estimacion de los parametros del modelo *

En el modelo de regresion lineal, ¢l método de eleccién para la estimacion de los
coeficientes es el de los minimos cuadrados; este criterio de estimacidn se basa en cal-
cular las estimaciones de los coeficientes de tal forma que la suma de los cuadrados de
los residuales, la diferencia entre lo observado y lo predicho por el modelo, sea lo mds
pequefia posible. En regresion logistica, como en otros muchos modelos de regresidn,
el método de estimacion de los pardmetros es el de mdyima verosimilitud (maximum
likelihood). También este criterio de estimacién tiene una base intuitiva facil de acep-
tar: se trata de estimar los coeficientes del modelo bajo el supuesto de que lo que ha
ocurrido, la experiencia observada, es lo mds probable de lo que podfa haber ocurrido.

Como ejemplificacién del método consideremos la siguiente situacién: se quiere
estimar la probabilidad de que un recién nacido sea nifio para lo cual se toma al azar
una muestra aleatoria de 500 recién nacidos de los cuales 269 son nifios; ;jcOmo esti-
mar la probabilidad de nacer nifio? Cualquiera dird que tal estimacién es el cociente
269/500=0,538; veamos cdmo estimar esta probabilidad segiin el método de médxima
verosimilitud, Ya que el sexo de un recién nacido no condiciona ¢l de los restantes,
es decir, los sexos de los recién nacidos son independientes, la probabilidad de 269
nifios y, por tanto, 231 nifias viene dada, segtn se vi6 en el Apartado 1.3, por

SO0} 26001 yy231
(269)” (1-p)

donde p representa la probabilidad de nacer nifio; esta expresién que representaremos
por L{p}, entendida como funcitn del pardmetro p a estimar, se denomina funcicn de
verosimilitud. Pues bien, la estimacion de médxima verosimilitud de p es el valor, que
representaremos con el simbolo B, que hace que 1a funcién de verosimilitud sea lo
mds grande posible.

Esto se puede conseguir tanto grifica como numéricamente; en efecto, se tratarfa
de representar graficamente la funcion de verosimilitud para distintos valores de p y
el estimador de mdxima verosimilitud serfa el valor de p en el que tal funcién alcan-

* Esta seccién puede omitirse en una primera lectura
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ce su valor mas grande; la Figura 1.4 muestra tal representacion grafica, en donde se
observa que el valor mdximo de L(p) corresponde a p =0,538; por tanto, 0,538 es la
estimacion de madxima verosimilitud de la probabilidad de nacer nifio.

0.02 0.03

Hp)

.01

00

0.45 0.50 5,55 0.60 0.65
p

Figura 1.4, Representacion de la funcion de verosimilitud; la vertical corresponde a p=0,538.

Desde el punto de vista analitico, ya que el maximo de una funcién coincide con
el maximo de su logaritmo y este es mds facil de tratar matemdticamente, buscare-
mos el valor de p que haga lo més grande posible el logaritmo de la expresién ante-
rior; por tanto, la funcién, salvo una constante, a maximizar es

I =log(l) = 269 log(p)+231 log(1-p)

Los extremos de una funcién se consiguen calculando su primera derivada, igua-
landola a cero y resolviendo la ecuacidn resultante; en el caso que nos ocupa la deri-
vada de la funcién anterior es

-1
I-p

269 L + 231
p

que igualada a cero y despejando el lector puede comprobar que da lugar a una esti-
macion p=269/500=0,538; es decir, 0,538 ¢s la estimacion de méxima verosimilitud
de la probabilidad de nacer nifio, en base a la muestra de recién nacidos elegida, lo
que estd de acuerdo con la Figura [.4.

El método de maxima verosimilitud es un procedimiento muy utilizado en esta-
distica a la hora de estimar los pardmetros o coeficientes de un modelo. Veamos a
continuacién un caso un poco mds complicado de estimacion; el de un estudio de
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cohorte muy stmple pues solo vamos a considerar una predictora dicotémica por lo
que tendremos dos cohortes de tamafios ny, 11,. Notemos por Y, la variable ntimero de
individuos que presentan,tras el seguimiento, la caracteristica de interés al tomar mues-
tras de tamafio 7, de la poblacién de la que proviene la primera cohorte, e Ys, 12 lo
andlogo en la segunda cohorte; sean py v p2 las probabilidades de presentar la carac-
terstica en esas dos poblaciones y representemos por vy e v, los valores de ¥; e ¥, en
las dos cohortes concretas elegidas; por dltimo, sea X la variable predictora dicoté-
mica con valores X=1 para los expuestos y X=0 para los no expuestos. Si la eleccion
de los individuos que constituyen las cohortes se hace de forma independiente, pode-
mos aceptar gue ¥y ¢ Y3 son dos variables binomiales independientes de pardmetros
(ni, p1)y (ny, pa)

En estas condiciones, la probabilidad de que en la primera cohorte, la de los expues-
tos, se hayan encontrado fras el seguimiento v; individuos con la caracteristica viene
dada por la expresion

. n ; v
P = (3 )y

y, de igual forma, la probabilidad de que en la segunda cohorte v, individuos presen-
ten la caracteristica es

P(Yo=w) = (;1?2) pz}'z’(] op)

Por tanto, apoydndose en la independencia de las dos variables, la probabilidad de
que en la primera cohorte haya habide y; individuos con la caracteristica e y, en la
segunda serd

P(Y =) P(Yo=y,) = }jp(yzﬂyi) = IZE(;}i)[’iv"(i"ﬁi)"’"}“

i=

(]

donde el simbolo ] | representa el producto de los dos probabilidades.

i=1

Ya que p; depende de X a través de los pardmetros B, el producto anterior es una
funcién de Bo v B1 . La expresion
Lo By = TP (=)
i=1
contemplada como funcién de los pardmetros By y By, es, salvo una constante, la fun-

cién de verosimilitud. La cuestion se reduce por tanto al c¢dlculo de los valores de los
pardmetros que hagan mdxima a la funcién

1(Bo. B = log {LBo, B}
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que se puede escribir asi

2 2
IBo, By =log [T PY=y) = 2 log {P(Y=y))
=1 =1

que, salvo la constante antes aludida, es igual a
c Pi
; {yilog (““f"_""";)“'"ni log(1-p:)}

0 bien, 5
Z;, {yilog (po+(n;-yo) log(1-p;)}

Sustituyendo p; por su valor

e§o+51X
pi= I + eﬁO+BIX

y manipulando algebraicamente la expresion se lega a esta otra
< B X
LBe, By =2y BotBix) - i”;‘ log {1+ ePrPiXy
= =1

El maximo de esta funcién se consigue derivando respecto de los pardmetros Bo
y B e igualando a cero ambas derivadas; en definitiva, obtenemos un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas Be y By, cuyas soluciones son las estimaciones de méxi-
ma verosimilitud de los dos pardmetros.

A efectos de demosiracion de la gran complejidad de cdlculo que implica este pro-
ceso, y para lectores con conocimientos de calculo diferencial, vamos a desarrollar
este caso, el mis simple por otra parte. La derivada del logaritmo de 1a funcidn de
verosimilitud respecto al pardmetro Py es

§[ (Bo. B1) =y e ny efothy o ePo
aBo R T R R
y la derivada respecto a By es
o1 (Bo, B1) ey Ml g Pot B
af T v PR

lgualando estas dos derivadas a cero y tras alguna manipulacion se lega al signien-
te sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, las estimaciones de maxima verosi-

militud,
e Bo+ B, vy e By Vs

1+ b BT Ty I1eb m
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cuyas soluciones son

. y o
Po = log ";123‘—77 pr = log

es decir, la estimacion del coeficiente 3, es el logaritmo de la estimacién del la razén
de ventajas.

Para el ejemplo anterior del colesterol y la enfermedad coronaria, Tabla 1.1, tene-
mos dos cohortes de tamafos n;=470 y n, =254, en las que tras el seguimiento se han
detectado y,=31, e y,=8 individuos con la caracteristica de interés, la enfermedad
coronaria; por tanto,

31
N 8 - 470-31
PBo = l0g o = -3.426 by = log ——— =11 2,17 = 0,775
Bo = log 3548 1 =log g og (2,17)
254-8

donde el valor 0,775 de £, no es mas que el logaritmo del valor 2,17 de la OR dedu-
cida de la Tabla 1.1

Como se dijo antes, este caso desarrollado es el mds sencillo posible porque dis-
ponemos tan solo de una predictora que ademds es dicotémica. Sin embargo, un and-
tisis mds fino de la relacién entre enfermedad coronaria y nivel de colesterol deberfa
tener en cuenta los valores individuales de colesterol sin tener que pagar el precio de
la categorizaci6n, pues ésta conlleva a una pérdida de informacién; si, como en este
ejemplo, la predictora es continua por naturaleza y se han seguido a n individuos, es
posible que Ia mayorfa de los valores x; de X sean distintos y como p; depende del
valor x; esas probabilidades serdn distintas por lo que, en este caso, cada individuo
representarfa una cohorte distinta de tamafio n,=1, es decir, tendremos que considerar
n variables binomiales ¥; de pardmetros (1, p;} independientes. Siguiendo un proce-
dimiento similar al anterior, la funcidn de verosimilitud es ahora

2

Z {yilog (pp+(L-yp log(1-p;)}

i=1
y las ecuaciones que dan lugar a las estimaciones de méxima verosimilitud son

2 n ego*‘ﬁl
e i 1 1+ ePoBin

i=l

Bot By %,
}Xixe‘;l -0
+e“
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donde y;=1 si el individuo i presenta la enfermedad e y;=0 en caso contrario. Este sis-
tema de ecuaciones es mis complicado de resolver que el anterior y se necesitan méto-
dos de cdlculo numérico para encontrar sus soluciones; tales métodos coniievan procesos
iterativos de gran complejidad en su ejecucion. Esta es la razén de que, aungue estos
modelos se propusieron al principio de la década de los sesenta, su uso no se haya
extendido hasta que se popularizé la utilizacién de los ordenadores para los que esos
procesos de cdlculo no son, en general, un inconveniente serio.

Una cuestién importante, v de la que haremos uso a lo largo de esta monografia,
es que los estimadores de mdxima verosimilitud se distribuyen, para el caso de gran-
des muestras, segiin una distribucién normal de media precisamente el pardmetro a
estimar; este hecho nos posibilitard la realizacién de contrastes de hipGtesis y ¢l cdl-
culo de intervalos de confianza para los pardmetros del modelo mediante a expresion

Bi = ty [ee (B

donde ee () es el error estandar del estimador del pardmetro y 7, es la cantidad a
buscar en la distribucién normal estandarizada al error o considerado.

1.10 Ejemplo

En el Apartado 1.9 se ha introducido el método de estimacién de los pardmetros
en regresion logistica, el método de maxima verosimilitud: este método porporciona,
ademds de la estimacidn de los pardmetros, los errores estandar de tales estimaciones,
lo que nos va a permitir calcular intervalos de confianza para tales parimetros.

Consideremos los datos del estudio gue aparecen en la Tabla 1.2, disefiado para
evaluar la asociacién entre el rendimiento escolar y el estado nutricional de los nifios.

Tabla 1.2. Distribucion del rendimiento escofar sequn el estado hutricional.

FSTADO
NUTRICIONAL
Maic Buenc
RENDIMIENTO Malo 05 15
ESCOLAR Aceptable |© 8O L3000

Aqui, la variable respuesta es el rendimiento escolar que vamos a codificar como
Y=1 si el nifio tuvo un mal rendimiento escolar e ¥Y=0 ¢n caso de un rendimiento acep-
table. De forma andloga, la predictora ESTN, el estado nutricional, ta codificaremos
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como ESTN=1 s1 éste es malo y ESTN=0 si el estado nutricional es bueno. Utilizan-
do cualguier programa informatico de regresidn Jogistica, los resuliados de este estu-
dio son los que aparecen en fa Tabla 1.3; en ésta aparece una primera ¢columna con la
variable ¥ el térmuno independiente, también llamado constante; otra columna en donde
aparecen las estimactones de los dos pardmetros del modelo vy, una tercera en donde
estdn sus correspondientes errores estandar.

Tabla 1.3. Estimadion y error estandar de Ios pardmetros
del modefo gue contiene & la variable ESTN.

VARIABLE ESTIMACION E.E.
Constante -2.996 0.265

Por tanto el modelo estirnado es

~

= -2,996 + 3,268 ESTN

logit(p)= log ip

Seguin estos resultados, 3.268 es una estimacién de B, y como antes se dijo que
la OR estimada era ¢b, podemos decir que, OR = ¢3268 = 20,26, lo que se puede inter-
pretar diciendo que la estimacion del riesgo de tener mal rendimiento escolar es, apro-
ximadamente, 26 veces mds alto entre los nifios mal nutridos que entre los bien nutridos.
Esta interpretacion es asi y no de otra manera por la asignacidn de valores que hemos
hecho a las dos variables implicadas; en efecto, ya que Y=1 representa el mal rendi-
miento escolar, 26,26 es una estimacion del riesgo de tener esa caracterfstica de un
nifio mal mutrido, ESTN=1, respecto a uno bien nutrido, ESTN=0.

Imaginemos que hubidsemos codificado a la variable predictora al revés, es decir,
ESTN=1 para los bien nutridos v ESTN=0 para los mal nutridos; en tal caso la esti-
macion del coeficiente de la predictora hubiese sido el mismo pero con distinto signo,
es decir, -3.268; por lanto, el riesgo seria ¢226%= 0,038, que ahora se interpretaria
como una medida del riesgo de mal rendimiento escolar de un bien nutrido respecto
de un mal nutrido; como era de esperar 1/26,26 es, salvo errores de redondeo, preci-
samente (,038.

La Tabla 1.3 también muestra el error estandar para el estimador de f;; debido a
que, como se sefiald anteriormente, los estimadores de maxima verosimilitud se dis-
tribuyen aproximadamente segiin una normal, un intervalo de confianza para f; serd

Bi =t lee (B))]
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por lo que un intervalo aproximado, al 95% de confianza, para By, el logaritmo de la
OR es 3,268 + 1,96 (0,303) = (2,674 , 3,862). Ya que OR = egl, un intervalo para la
OR serd

ezt fee ()]

que para nuestro ejemplo es
(e2674 | 3861y = (14,50 , 47,56)

Este intervalo significa que tenemos una confianza del 95% de que la verdadera
OR, el pardmetro a estimar, debe valer como poco 14,50 y como mucho 47,56; dicho
de otra forma, con una confianza del 95% podemos decir que un mal nuatrido estd
como poco a 14,50 veces y como mucho a 47,56 veces mds riesgo de tener mal ren-
dimiento escolar que un nifio bien nutrido.

Analicemos ahora la tabla por el método clisico del test basado en la distribucion
chi-cuadrado; para los datos de la Tabla 1.2 la OR estimada es

_(105) (300)

= 26,25
(15) (80)

Un intervalo de confianza para la OR en tablas 2x2 propuesto por Miettinen es

O R [~ IC,_\[Ei

donde %2 es €l valor de la chi-cuadrado de [a tabla; en este caso, el lector puede com-
probar gue tal valor es 172,66 por lo que el intervalo, al 95% de confianza, serd

26,25 W% 117266 = (16,12 , 42,74)

Ofra alternativa a la construceidn de un intervalo de confianza para wna razén de
ventajas es el llamado método de Woolf; en este caso, una estimacion aproximada del
error estandar para el logaritmo de la OR viene dada por la raiz cuadrada de la suma
de los inversos de los valores de las casillas, por 1o que un intervalo de confianza, al
5%, para tog(OUR) viene dado por

log(OR) = 1,96V(/a)y+(1/b)+(L/c)+(1/d)

donde a, b, ¢, d son los cuatre valores de las casillas de la tabla 2x2. Para nuestro
gjemplo,

10g(26,25) £ 1,96V(1/105)+(1/15)+(1/80)+(1/300) = (2,673 , 3,862)
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por lo que el intervalo para la OR ¢35 (2673 | 3.862) = (14,48 | 47,56), intervalo tam-
bién muy parecido al calculado a partir del modelo logistico.

1.11 Evaluacion de la bondad del ajuste

Ante los datos de un estudio, proponemos un modelo para explicar la refaccién
entre la variable resultado y la predictora y estimamos sus pardmetros, es decir, ajus-
tamos el modelo a los datos. El resultado del ajuste de un modelo a un conjunto de
datos puede contemnplarse como la sustitucién de los valores observados de la varia-
ble resultado por las estimaciones de sus valores medios, estimaciones derivadas de
la funcién de regresion. En el modelo lineal cldsico, una medida del grado de desa-
juste entre Jo observado y lo predicho por el modelo viene dada por 1a suma de cua-
drados de los residuales.

En regresién logistica lo que haremos serd comparar la verosimilitud del modelo
ajustado con la del modelo "perfecto”, el Hamado modelo saturado; éste es el mode-
lo que reproduce exactamente tas observaciones realizadas, pero siempre es un mode-
lo demasiado complicado pues tiene tantos pardmetros como sujetos de estudio; sin
embargo, lo podemos utilizar como referencia con el que comparar nuestro modelo
ajustado. Si acaso el modelo ajustado fuese parecido, desde el punto de vista estadis-
tico, al modelo saturado, podriamos pensar que el modelo ajustado explica nuestros
datos suficientemente bien, con la gran ventaja de tener muchos menos pardmetros y,
por tanto, mucho mds sencillo; si, por el contrario, nuestro modelo ajustado fuese muy
distinto del saturado, tendriamos que concluir que nuestro modelo no da una explica-
cién suficiente a los datos de nuestro estudio.

La medida que utilizaremos en regresién logistica para comparar nuestro modelo
ajustado con el modelo saturado se denomina lejania (deviance) que en general de
define mediante la expresion

verosimilitud del modelo ajustado

Lejania = -2 log —
verosimilitud del modelo saturado

donde la razén de tomar -2 veces el logaritmo de la razén de verosimilitudes (likeliho-
od ratio) se debe al hecho de que esta razén de verosimilitudes no tiene una distri-
bucién conocida y, sin embargo, si se conoce que la lejanfa se distribuye aproximadamente
segin una chi-cuadrado, aunque ahora veremos que no siempre es asf.

La lejania es una medida que como poco vale 00, cuando nuestro modelo explique
los datos perfectamente, y que cuanto mayor sea su valor peor explicard nuestro mode-
los los datos observados. Para el caso de la regresién logistica la lejania viene dada por
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i~
R 9;

2 ‘

lejania = 2 z { vilog 3& +{r;-v; ) log ]
=1 Yi

donde k es el nimero de grupos de sujetos de estudio en relacién a la predictora. En
el ejemplo de la Tabla 1.2, k=2, los bien nutridos y los malnutridos; #, es el nimero
de individuos en cada grupo, 185 y 315; y; representa el nimero de sujetos con la
caracterfstica de interés, el mal rendimiento escolar en cada grupo, 105 y 80; por dlti-
mo, ¥; son los valores correspondientes a éstos que predice el modelo ajustado.

Veamos cuales son estos valores predichos para nuestro ejemplo; ya que el mode-
lo estimado fue

~

= 2,996 + 3,268 ESTN

logit(p)= log 7
podemos afirmar que el logit de la probabilidad de tener un mal rendimiento escolar
para un nifio malnuatrido, ESTN=1, es -2,996+3,268(1)=0.272, por lo que la probabi-
lidad de tener mal rendimiento escolar entre los nifios malnutridos es

e 0272

e = 0568

es decir, nuestro modelo predice que el 56.8% de los malnutridos tiene diticultades
en el colegio: por tanto, de los 185 nifios malnutridos de ta Tabla 1.2 es esperable que
haya 185.(0.568), es decir, 105 salvo errores de redondeo. Para los nifios bien nutri-
dos, ESTN=0, el logit de la probabilidad de tener un mal rendimiento escolar serd
-2,996+43,268(0)=-2,996, por Io que la probabilidad de tener mal rendimiento escolar
entre los nifies bien nutridos es

g -2.99%

e = 00476

por lo que entre los 315 bien nutridos es esperable que haya 315-(0,476), es decir, 15.

Si los fracasos escolares observados vy predichos por el modelo son idénticos lo
mismo ocurrird para los que tienen un buen rendimiento escolar, luego el modelo ajus-
tado reproduce las observaciones perfectamente; dicho de otra forma, el modelo ajus-
tado vy el saturado se comportan igual por lo que la lejanfa para nuestro modelo deberia
ser {0, En efecto, sustituyendo en la expresion de la iejanfa tendremos

315-15
315-15

105 185-105

2 (105 1ogmf6~§+ (185-105) log TR y=0

+ 15 log % + {315-15) log
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Antes se avanzO que en ciertas ocasiones la lejanfa no sigue una distribucion chi-
cuadrado y esto es mds la regla que Ia excepcidn. Para el caso de datos agrupados,
es decir, cuando la o las predictoras sean todas categéricas y siempre que en cada casi-
lla haya un nimro suficiente de observaciones, lejania sigue una distribucién y2 con
k-v grados de libertad, siendo k el ndmero de patrones distintos de la o las predic-
toras y v el ndmero de pardmetros que se estiman en el modelo; para nuestro ejem-
plo k=2, porque tenemos solo dos grupos distintos de nifios en relacidn al estado
nutricional, y también hemos estimado dos pardametros luego v=2; por tanto, el mode-
lo ajustado tiene O grados de libertad. Este hecho nos va a permitir considerar, en ¢l
caso de datos agrupados, a la lejanfa como una medida de la bondad del ajuste rea-
lizado comparando el valor de ella con el de la distribucién chi-cuadrado con k-v gra-
dos de libertad, al error ¢ que se considere. Asi, siempre que la lejania sea menor que
el valor de la chi-cuadrado correspondiente no hay evidencias de mal ajuste y dire-
mos que el modelo ajustado reproduce nuestros resultados suficientemente bien. Sin
embargo, en el caso de datos no agrupados n; =1, es decir, en las casillas haya pocos
individuos o cuando la predictora sea una variable continua, casi cada individuo ten-
drd un patrén de predictoras distinto; pues bien, para este caso no se conoce la dis-
tribucion de la lejania por lo que no podemos saber si un valor concreto de ella implica
necesariamente evidencia de un mal ajuste.

Otra medida de la bondad del ajuste de un modelo, con las mismas Hmitaciones
que la lejania, es el estadistico 2, definido segiin la siguiente expresién

i 0’ - ”an)
i=1 MP: (]- pz

dejando al lector la comprobacién de que para nuestro modelo ajustado tiene el mismo
valor que la lejania, es decir, 0. La razén del mayor uso de la lejanfa estd justificada
por el hecho de que, para modelos anidados, modelos gue unos son casos particula-
res de otros, la lejania es una medida aditiva, lo que permite medir la contribucion
relativa de un conjunto de variables a la bondad del ajuste; sin embargo, el estadisti-
co de Pearson no goza de esa propiedad de aqui gue casi se haga, de ahora en ade-
lante, uso exclusivo de la lejania. De estas propiedades haremos use en los capitulos
posteriores.

1.12 Comparacién de modelos

Una pregunta interesante a responder es jestd asociado el rendimiento escolar al
estado nutricional de los nifios? o lo que es igual ;hay diferencias entre los bien nutri-
dos y los malnutridos en cuanto a su rendimiento escolar?. Esta cuestién la podemos
contestar afirmativamnte pues vimos en el Apartado 1.10 que el intervalo de confianza
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para la razén de ventajas es (14,50 , 47.56), por lo que el valor 1 que es el que esta-
blece la independencia no es un valor pausible a la vista de los datos.

Sin embargo, vamos a ver otro método para conseguir lo mismo pero que tiene
ventajas importantes sobre éste. Para ello supongamos que no existen tales diferen-
cias en el rendimiento escolar en los dos grupos de nifios; bajo esta hipdtesis, el mode-
lo es el siguiente

logit(p)=log ~2— = B,
1-p

pues partimos de la hipétesis de que no vamos a tener en cuenta el estado nutricional
de los nifios por lo que esta variable no aparece; los resultados de este nuevo mode-
lo ajustado estan en la Tabla 1.4.

Tabla 1.4. Estimacion del parametro para el modelo que establece la indepenidencia.

VARIABLE ESTIMACION EE.

Constante -1.153 0.1047

Segun estas estimaciones

e-1.153
— = (3,240
1 + -1.153

es una estimacion de la probabilidad de mal rendimienio escolar, sea cual sea el esta-
do nutricional del nifio; obsérvese que este (.24 no es mas que el porcentaje de mal-
nutridos, 105+15, entre el total de nifios, 183+315. Si esto es asf, de entre los 185
nifios malnutridos este nuevo modelo predice 185(0,24)=44.4 en contra de los 105
observados; entre los 315 bien nutridos son esperables 315(0,24()=75,6 cuando real-
mente hubo 15. El lector puede comprobar que la lejania de este nuevo modelo es de
177.39; los grados de libertad son ahora 2-1=1, pues tenemos dos patrones distintos
de la predictora pero se ha ajustado un modelo con un sélo pardmetro a estimar, ¢l
Bo. Como 177.39 es un valor muy grande para la distribucién chi-cuadrado con 1 grado
el modelo ajustado es estadisticamente distinto del modelo saturado, es decir, no repro-
duce fehacientemente los datos observados. En resumen, el rendimiento escolar estd
asociado al estado nutricional en el sentido de que los malnutridos estdn a mds ries-
go del fracaso escolar. El lector puede comprobar que para el modelo que no contie-
ne a la predictora, el valor del estadistico y? de Pearson es 172.66, valor parecido al
de la lejanfa.

El mayor interés de la lejania estd en su uso, mds que como medidad de la bon-
dad del ajuste, como herramienta para comparar distintos modelos ajustados; esto se
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debe al hecho de que la diferencia entre los lejanfas de dos modelos siempre, para
datos agrupados o no agrupados, sigue una distribucién chi-cuadrado, lo que posibi-
lita la comparacion de los dos modelos. Siguiendo con nuestro ejemplo, para el mode-
lo que contiene a la predictora ESTN, la lejania es 0 mientras que para el modelo en
que no figura tal variable, es decir, el que establece la independencia entre el estado
nutricional y el rendimiento escolar la lejanfa es 177,39; parece claro que la diferen-
cia entre esas dos lejanfas, 177,.39-0=177,39, cs el precio a pagar, en desajuste, por
no considerar el estado nutricional. Pues bien, se demuestra que, bajo la hipdtesis de
gue los dos modelos explican los datos de la misma manera, la diferencia entre las
lejanias correspondientes a los dos modelos sigue una distribucién ¥2 cuyos grados
de libertad son la diferencia de los cotrespondientes a las dos lejanias, en nuestro caso
1-0=1; por tanto, ya que el valor 177,39 es un valor extremadamente alto para la dis-
tribucion chi-cuadrado con un grado de libertad, no podemos achacar, salvo ¢l error
0. que en este caso es muy pequefio, al azar la diferencia entre las dos lejanias; por
tanto, podemos rechazar la hipdtesis anterior de equivalencia de los dos modelos vy
concluir que el rendimiento escolar esta asociado al estado nutricional.

En general, y esto vale también para el caso multivariante; supongamos dos mode-
los M;, M» ajustados a unos datos y tales que M, sea un caso particular de M,, es
decir, el primero tiene s6lo parte de las predictoras del segundo; se conoce que si Dy,
D, son sus correspondientes lejanias, siempre se cumple que D) = D, . Pues bien, bajo
la hipétesis de que los dos modelos explican las observaciones de forma equivalente,
la diferencia Dy - D, de las dos lejanias sigue una distribucién 2 cuyos grados de
libertad son la diferencia de los grados de libertad de D, y de D,. Por tanto, para deci-
dir con qué modelo quedarnos, calcularemos la diferencia Dy - D, v la compararemos
con la distribucion ¥? al error « elegido. Si la diferencia en lejanias es un valor mayor
que el de la distribucion tedrica, significa que debemos rechazar la hipétesis de equi-
valencia de los dos modelos y por tanto nos quedaremos con el modelo Ms; en caso
contrario, si la diferencia entre las lejanias es un valor comun para la distribucién teé-
rica, no hay motivos para pensar que los dos modelos no son equivalentes, por lo que
nos decidiremos por el mds sencillo, el M.

Un hecho importante a recordar es que, aunque dispongamos de datos no agru-
pados y por tanto las lejanias no sigan distribuciones chi-cuadrado, Ia diferencia entre
lejanias si sigue tal distribucién, por lo que el método de comparacién de modelos
que se acaba de exponer es vdlido en cualguier ocasidn.

Una forma alternativa para contrastar que B;=0, podria ser, apoyandose en la nor-
malidad de los estimadores de médxima verosimilitud, dividir 3, por su error estandar
y comparar lal cociente 3,268/0,303 = 10,79 con la distribucién normal, lo que nos
permite también rechazar la hipétesis de independencia de las dos variables. Este nuevo
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método para evaluar la asociacion entre la variable resultado y la predictora es lla-
mado método de Wald v es el que muestra cualquier paquete informdtico. Ya que este
método no es valido en ciertas ocasiones, como norma general se debe utilizar el méto-
do basado en la comparacién de las lejanfas pues es un método mds fiable.



CAPITULO I
REGRESION LOGISTICA BINARIA MULTIPLE

Una vez definido el modelo logistico simple, en este capitulo introducimos la version multi-
varianfe; discutimos cémo controlar el efecto de las posibles confisoras y cémo modelar la
interaccidn entre las predictoras. El tratamiento de éstas cuando son categdricas asi como la

seleccion del modelo mds parsimonioso, ocupan el resto del capifulo.

2.1 Introduccion

Como ya se dijo en el capitulo I, no suele bastar con una sola predictora a la hora
de estudiar como cambia una variable resultado; los fenémenos de la naturaleza sue-
len ser mds complejos y, por tanto, serd necesario el conocimiento de varias predic-
toras para explicar, al menos en una parte sustancial, la variabilidad de la variable
resultado. Como ya se avanzo, una posible estrategia de andlisis podria ser la estrati-
ficacion mediante Ia categorizacion de las predictoras, pero ya se comentd la necesi-
dad de muestras tremendamente grandes para poder realizar estimaciones de los
parametros de interés que sean fiables. El modelo logistico multiple o multivariante
es un método mucho mas eficiente pues permite estimar los efectos de varias varia-
bles simultdneamente sin tener que pagar el precio de muestras tan grandes y tiene la
ventaja afiadida de no tener que categorizar las variables cuantitativas.

2.2 El modelo logistico binario mdltiple

Consideremos ahora la variable dicotémica respuesta ¥ y un conjunto de predic-
toras X, Xy, ..., X;; medidas en n individuos. El modelo logistico multivariante esta-
blece que

. P
logit(p)= log = Bo+ Bi Xy + PaXs +. 4+ B X

donde los [3; son los pardmetros desconocidos del modelo. De manera andloga al caso
univariante, otra forma de expresar este mismo modelo es

e{gn + B+ Boxy + o+ B
1+ e(BO + By 4+ Box, + o B

p:

o bien,
i
1 + £ '{50 + ﬁixl + BZ‘X'Z + ...+ I?)me)
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En definitiva, este modelo es mey parecido en su definicidon al modelo logistico
simple, la @nica diferencia es que ahora entran en juego mas variables con la espe-
ranza de que nos ayuden a entender mejor porqué varfa la respuesta de unos indivi-
duos a otros. Segiin la definicion del modelo multivariante, para un mdividuo concreto,
cuanio mayor sea el valor de

BO + BIXIE + 62X2 +oot Bm.Xm

llamado componente sistemdtico del modelo, mayor serd la probabilidad de que pre-
sente la caracterfstica de interés.

Como para cualquier modele de regresion, no se establece ninguna restriccion
acerca de la naturaleza de las variables predictoras X;; pueden ser categéricas, dis-
cretas o continuas.

2.3 Interpretacion de los coeficientes

En el modelo de regresidn logistica simple, la interpretacion del coeficiente de la
variable predictora era clara: si X es una variable dicotémica que toma el valor 1 para
el estado de "exposicién”, estar malnutrido para el ejemplo de 1a Tabla 1.2, y el valor
0 para la "no exposicién”, estar bien nutrido, el coeficiente $; de X se podia inter-
pretar como el logaritmo natural de la razén de ventajas de estar "enfermo”, tener mal
rendimiento escolar, respecto a "no estar enfermo”, tener buen rendimiento escolar.
Dicho de otra forma, elevando el nimero e a B, obtenemos el riesgo de un individuo
expuesto respecto a otro no expuesto, es decir, OR =P,

Veamos ahora la interpretacion de los coeficientes en el modelo logistico multi-
variante y, para fijar ideas, nos vamos a centrar en el coeficiente §; de la variable X,
siendo ésta una variable dicotémica con valor 1 para los individuos "expuestos” y O
para los "no expuestos”. Consideremos ahora dos individuos: el primero, el A, expues-
to y el segundo, el individuo B, no expuesto en relacién a X;, pero idénticos en cuan-
to a los valores del resto de las variables predictoras. Por tanto, el logaritmo de la
ventaja para el primero es

2 .
log 1 4 = BO + Bi(]) + BEXZ +oF Bme
P,
y para el individuo B
b
log l—; = Bo+ Bi(0) + B2Xy +...+ BaX,
B

donde p, y p, son las probabilidades de presentar la caracteristica los individuos Ay
B respectivamente. Restando estas dos igualdades
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log lf;f - log E]:f = Bo+Br(D+PoXa +...4 B Xop) - Bo+ Br(1)+ BoXa +.. .+ B X,
) 2]

:ﬁ](] '0}”“"31

pues antes dijimos que los dos eran iguales en todas Ia predictoras, a excepcion de
Xi: por tanto,

Pal(1-P)) _

log (OR) =
Ps /(1-Py) og (OR) = B,

log
por lo que la interpretacidn de [3; sigue siendo la misma que en el case univariante,
hecha la importante salvedad de la coincidencia de los dos individuos en los valores
de las restantes variables predictoras. Dicho de ofra forma: B es el logaritmo de la
razdn de ventajas respecto a la variable X pero controlando por las otras variables
presentes en ¢l modelo; es decir, si A 'y B son dos individuos que son iguales en cuan-
to a todas las predictoras excepto para la X; en que A toma el valor 1 y B el valor 0,
e es la OR del individuo A respecto del B. Si la variable X | €8 numérica, discreta
0 continua, con valores x,; y xp; en los individuos A y B respectivamente, la OR del
individuo A respecto del B es entonces

OR = eﬁs ERREN.

Por tanto ya sabemos como comparar los riesgos entre dos individuos que son dis-
tintos solo en una variable predictora. Por ejemplo, si en el modelo figuran las pre-
dictoras edad, género y tabaco, ya sabemos como calcular la OR entre dos individuos
de distinta edad, pero de igual género y hdbito de fumar, o bien, entre un hombre y
una mujer pero con la condicién de que tengan la misma edad y fumen igual canti-
dad de tabaco, etc. Pero aparte de este tipo de comparaciones, podemos estar intere-
sados en evaluar el nimero de veces que estd a mds riesgo un hombre cualquiera
respecto de una mujer cualquiera, por ejemplo, un hombre de 50 afios fumador de 25
cigarrillos respecto a una mujer de 40 afios fumadora de 10 cigarrillos. Luego la pre-
gunta a responder es: jcomo calcular la razén de ventajas entre dos individuos cua-
lesquiera?

Consideremos que ¢l individuo A tiene como valores de las predictoras X1, X42,...,
Xam ¥ €l individuo B, xz), Xp...., xp,; por tanto, para el individuo A, el modelo serd

b,
log ﬁ = Po + Prvar + Boxaz o4 Buxan
A

y para el individuo B

o)
log “”1""_}% = Bo+ Bixm + Boxmr +..+ Butp
B
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Restando estas dos expresiones tenemos que

p,/(1-p,) . .
A A = B (- X + Balans Xg) +-F B (e Xpn)
pg /(1“[)3)
por lo que
OR = ¢ Bt xp) + Bl )+ Bl X, =& Bileg-xp) e Ba(ear xp} e B X )

Recuérdese que en el modele univariante, si x4 y xp eran tos valores de la pre-
dictora X en dos individuos, la razdén de ventajas venia dada por la expresion OR=
ePac) §o que se acaba de demostrar es que, para el caso del modelo logistico mul-
tivariante, la razdn de ventajas del individuo A respecto del B se consigue asi

OR = ¢ BrCear Xp1) e By Crsr xpd .. e Bl F)

Obsérvese que esto es un producto donde cada factor es la razdn de ventajas del
individuo A respecto del B en relacidon a cada predictora en la que difieren, contro-
lando por las restantes en cada caso. En definitiva, la OR entre dos individuos con
distintos valores para varias predictoras se puede conseguir multiplicando las OR
cotrespondientes a cada una de ellas. Siguiendo con el ejemplo anterior, el riesgo del
hombre de 50 afios y fumader de 25 cigarrillos, respecto a la mujer de 40 afios y fuma-
dora de 10 cigarrillos se consigue multiplicande el riesgo asociado al género, contro-
lado por edad y tabaco, por el riesgo asociado al distinto ndmero de cigarrillos,
controlado por la edad y el género, y multiplicado por el riesgo asociado a la dife-
rencia de 15 afios de edad, controlado por género y tabaco. Ya que el riesgo global lo
conseguimos como producto de riesgos asociados a las distintas predictoras, tiene
senttido hablar del caracter multiplicativo del modelo de regresidn logistica.

2.4 Estimacion de los coeficientes

En cuanto a la estimacién de los coeficientes, el método sigue siendo el de méxi-
ma verosimilitud. Para el caso univariante, el logaritmo de la funcién de verosimili-
tud era

l(BO . Bi) = i yi(BO"‘Bixi) _ inf_gog (1 + eBO-é-B]x,)

=1 faz]

y ahora, de forma similar, es
[(ﬁo N Bl, Bm) = Z _)?f(B€J+BE~xii+---+Bﬂ‘bxjng) - ﬁ nliog (I + eﬁ(}‘i'lei']'f‘-..'Pﬁmxim)
i jez}

que derivando respecto a los m+1 pardmetros e ignalando a cero cada una de esas
m+1 derivadas obtenemos un sistema de ecuaciones, evidentemente mucho mds com-
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plejo que en el caso de una sola predictora, que se tiene que resolver también por pro-
cedimientos iterativos.

En el ejemplo que aparece en la Tabla 1.2, también s¢ disponia del género de los
individuos de tal manera que la tabla 2x2 anterior se puede dividir en dos, una para
nifios y otra para nifias, es decir, se puede estratificar por género como aparece en la
Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Rendimiento escolar y estado nutricional para nifics y ninas.

ESTADO NUTRICIONAL

Nifos Nifias
Malo Bueno Malo Bueno
RENDIMIENTO Pobre 50 7 55 8
ESCOLAR Aceptable s __'-fzé_o*-".i RERRC VRNt B [0 R

Cuando se pretende estudiar la relacidn entre dos variables, es muchas veces nece-
sario tener en cuenta otras variables que pueden afectar a tal relacién. Consideremos
que estamos interesados en la relacién entre ¥ y X; si se piensa que otra variable 7
puede afectar a la asociacion de interés y las tres variables son dicotémicas, podemos
formar tres tablas : para cada uno de los dos valores de la variable Z podemos formar
una tabla para medir la asociacién entre ¥ y X. A estas dos tablas se les denomina
tablas parciales y en cada una de ellas ¢l valor de la variable Z es constante. Com-
binando las dos tablas parciales se puede formar otra tabla, la tabla marginal, en donde
el valor de Z deja de ser constante, no es el mismo para todos los individuos obser-
vados. Pues bien, como se verd més adelante, las tablas parciales pueden mostrar un
patrén de asociacién entre ¥ y X no necesariamente igual al mostrado por la tabla mar-
ginal. Para el ejemplo que nos ocupa la variable ¥ es el rendimiento escolar, X es el
estado nutricional y Z representa el género de los sujetos de estudio; las dos tablas
parciales son las correspondientes a nifios y a nifias y la tabla marginal ¢s la que englo-
ba a las 500 sujetos. Lo que se acaba de exponer se puede extender al caso en que X
y Z tengan cualquier nimero de categorias.

Consideremos, en primer lugar, el modelo que contiene como unica predictora al
estado nutricional de los individuos, es decir, ¢l andlisis de la tabla marginal; el mode-
lor ajustade es el que aparece en la Tabla 2.2,

Tabla 2.2. Estimacion del modelo con la variable ESTN.
VARIABLE [ ESTIMACION ERROR ESTANDAR

Constante [ -2.996 i 0,265
CESTNC [0

aaes L
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el mismo que se obtuvo en fa Tabla 1.3 pues no se estd teniendo en cuenta el géne-
1o, con una lejanfa de 0,00025 y 2 grados de libertad ya que ahora disponemos de 4
binomiales, es decir, cuatro grupos de individuos en relacion a las predictoras: dos de
nifios, los bien v los mal nutridos, y otros de para las nifias; como se han estimado
dos pardmetros, grados de libertad serdn 4-2=2, como se dijo en el apartado 1.11.

Cuando se afiade al modelo la variable SEXQ, codificada como SEXO=0 para los
nifios y 1 para las nifias, el andlisis correspondiente 4 las tablas parciales, da lugar a
una lejania = 0,00006 y 1 grado de libertad, pues ahora hemos estimado un pardme-
tro mds que en el modelo anterior; 1as estimaciones correspondientes al nuevo mode-
lo son las que aparecen en la Tabla 2.3,

Tabla 2.3. Estimadion del modelo con las variables FSTN y SEXO.

VARIABLE | ESTIMACION | ERROR ESTANDAR
Constante | -2,994 l 0,298
SEXO -0,0036 ‘ 0,259

Obsérvese como la introduccién del género en ¢l modelo, es decir, cuando se con-
trola por género, la relacion entre el rendimiento escolar y el estado nutricional, medi-
da mediante la OR sigue siendo ¢3268=26,26, es decir, el género no afecta a la relacién
de interés, la del estado nutricional con el rendimiento escolar; esto concuerda con el
hecho de que las razones de ventajas para las tablas parciales coinciden con la de la
marginal; en efecto, para nifios

(50) (140)
OR = 1 = 2632
(7) (38)
y para nifias
(53) (16()
= L= 26,19
(8) (42)

muy parecidos a 26,26, la razon de ventajas de la tabla marginal.

Ajustados estos dos modelos distintos una pregunta inmediata es, jcual de los dos
modelos ajustados elegir?; evidentemente, cuantas mds variables predictoras conside-
remos, menor serd la lejania y, por tanto, mayor acuerdo habra entre los valores obser-
vados y los predichos por el modelo. Sin embargo, el principio de parsimonia recomienda
explicar lo observado de la forma mds sencilla posible, es decir, con el minimo nime-
ro de predictoras, siempre que no se pierda informacioén sustantiva. En estas circuns-
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tancias la pregunta es: japorta el género informacién importante sobre la que ya apor-
ta el estado nutricional a la hora de predecir el rendimiento escolar? La diferencia en
lejania entre los dos modelos es de 0,00019 y la diferencia en grados de libertad es de
I pues el segundo meodelo contiene un pardmetro mds, el correspondiente al género,
que el primer modelo. Como se vid en el apartado 1.12, bajo la hipotesis de equiva-
lencia de los dos modelos, la diferencia en lejania sigue una chi-cuadrado cuyos gra-
dos de libertad son la diferencia entre el numero de pardmetros de los dos modelos;
por tanto, para constrastar esa hipdtesis comparamos ¢l valor 0,00019 con el valor de
la chi-cuadrado con 1 grado de libertad. Ya que 0,00019 no es, en absoluto, un valor
grande para tal distribucidn, no hay razones para rechazar la equivalencia entre los dos
modelos v apoydndenos en el principio de parsimonia clegiremos el mds sencillo, ¢l
que no contempla el género de lIos individuos, es decir,

logit(p)=-2,996 +3,268 ESTN

Obsérvese que en el modelo que contiene al género como predictora, el coeficiente
estimado para esta variable es -0,0036 vy como los valores asignados a esta variable
han sido el 0 a los nifios y et 1 a las nifias, la cantidad ¢-0:9036=() 996 es la estimacion
de la razdn de ventajas de tener mal rendimiento escolar de las nifias respecto de los
nifios a igualdad del estado nutricional. Ya que el error estandar correspondiente al
género es 0,259, el estadistico de Wald para evaluar la significacion estadistica de esta
variable es 0,0036/0,259=0,01; este resultado nos indica que, controlando por el esta-
do nutricional, el rendimiento escolar no estd asociado al género, es decir, para indi-
viduos con igual estado nutricional, no hay diferencias de rendimiento escolar entre
los géneros, por lo que se entiende que no sea necesario incorporar la variable géne-
ro al modelo que contiene al estado nutricional,

2.5 El concepto de confusidn y su control

En el ejemplo que acabamos de ver, el introducir la variable SEXO en el modelo
logfstico no alteraba para nada la relacién entre el estado nutricional y el rendimien-
to escolar; dicho con otras palabras, la variable SEXO no confunde esa relacién; ello
significa que no es necesario desagregar por género a la hora de estudiar la relacidn
entre el rendimiento escolar y el estado nuiricional. Sin embargo hay muchas situa-
ciones en que este no es el caso y, no solamente esto, a veces la relacion entre dos
variables puede depender del nivel que se considere de otra u otras variables. En este
y en el siguiente apartado se trata de modelar sifuaciones como las referidas,

Los datos que aparecen en la Tabla 2.4 corresponden a la experiencia de mortali-

dad de un conjunto de pacientes en funcion del tratamiento recibido y segtin el hos-
pital donde recibieron tal tratamiento.
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Tabla 2.4. Experiencia de supervivencia sequn tipo de tratamiento y hospital donde se recibit,

HOSPITAL
Hi H2
Vivo Muerto Vivo Muerto
TRAT. A 150 50 240 560
TRAT.B 0 ADQF | id00n 1) s 175

En este ejemplo, la variable respuesta es la supervivencia del paciente, que vamos
a codificar con valor 1 si el individuo sobrevive v como 0 en caso de muerte. Al tra-
tamiento recibido le asignaremos un I si fué el A v un 0 en caso de que el tratamiento
fuese el B; en esas condiciones, ajustando un modelo con el fratamiento como tnica
predictora, se obtienen unas estimaciones que aparecen en la Tabla 2.5 con una leja-
nia de 239,14 y 2 grados de libertad.

Tabla 2.5. Estimacicn del modelo con fa variable TRAT,

VARIABLE ‘ ESTIMACION ERROR ESTANDAR
Constante -0.302 0.064

Como va se sabe, el coeficiente -0,145 de la variable tratamiento significa que una
estimacion de la ventaja de vivir tras el tratamiento A es e¢-0145=0,865 veces la de B,
pues al tratamiento A se le asigné el valor 1 y al tratamiento B ¢l (1 como el lector
puede comprobar, esta OR de 0,865 es la razén de ventajas que resulta de la Tabla
2.4 colapsando por la variable hospital. Al ser esta raz6n de ventajas inferior a ta uni-
dad significa que es mds probable sobrevivir si se recibid en tratamiento B que el A,
en concreto, 1/0,865=1,16 veces mas probable,

Consideremos ahora el modelo que permite evaluar la misma cuestién pero con-
trofando por el posible efecto que pueda tener el hospital donde recibid el tratamien-
to, codificado como 0 para el hospital Hi y 1 para el H2; ef modelo ajustado
correspondiente para esta sitzacion da Ingar a una lejanfa = 0,0000 con | grado de
libertad y las estimaciones que aparecen en la Tabla 2.6

Tabla 2.6. Estimacion del modelo con las variables TRAT y HOSP.

VARIABLE ESTIMACION i ERROR ESTANDAR
Constante 0,000 ; 0,069

HOSP -1,946 0,141
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Lo primero que salta a la vista es el cambio tan sustancial ocurrido en la estima-
cion del coeficiente correspondiente a la variable tratamiento; ha pasado de valer
-0,145 a ser 1,099, por el hecho de tener en cuenta el hospital donde se recibi6 el tra-
tamiento. De esta forma, ajustando por el hospital, la razén de ventajas del tratamiento
A respecto del B pasa a ser ¢1.09%9=3 es decir, cuando no se controla por la variable
hospital, el tratamiento B es superior, en términos de supervivencia, al tratamiento A,
resultado diferente a cuando no se tiene el cuenta el hospital donde se recibid el tra-
tamiento. Resumiendo, la relacién entre el tipo de tratamiento y la supervivencia de
los pacientes depende de que se tenga o no en cuenta una tercera variable, el hospi-
tal donde se recibi6 el tratamiento; en esta circunstancia se dice que la variable hos-
pital confunde o que es una variable confundente (confounding variable) para la
asociacion entre supervivencia y tratamiento. Se puede comprobar que 3 es precisa-
mente la razén de ventajas en cada uno de los dos hospitales; en efecto, segtin la Tabla
2.4, para el hospital H1, la estimacion de la OR del tratamiento A respecto al B es

(150) (400)
(30) 400y

y para el hospital H2

(175) (240)
(25) (560)

Las condiciones para que una variable, en este caso el hospital donde se recibe el
lratamiento, sea confusora para la relacién entre la supervivencia y el tratamiento reci-
bido, es que aquella esté asociada con cada una de estas y, ademds, no se encuentre
en el camino causal de estas dos. En nuestro ejemplo, el hospital estd relacionado con
el tipo de tratamiento que reciben los pacientes pues, si no distinguimos entre vivos
y muertos, obtenemos la Tabla 2.7 en donde se observa que el tratamiento A predo-
mina en el hospital H2 y el tratamiento B en el hospital H1.

Tabla 2.7. Tipo de tratamiento sequn ef hospital.

H1 | H2
Trat. A 200 i 800
Trat. B U800 U200 -

De igual forma, el tipo de hospital estd relacionado con la supervivencia de los
enfermos; en efecto, si no distinguimos ¢l tipo de tratamiento, de la Tabla 2.4 pode-
mos generar la Tabla 2.8,
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Tabla 2.8. Supervivencia sequn el hospital.

H1 l HZ2
Vivo 550 265
Muerto i r 4800 ] s TBE

En esta se observa que en el hospital H2 existe un mayor riesgo de muerte que
el hospital H1. En definitiva, 1a variable hospital donde se recibe el tratamiento estd
asociada tanto con el tratamiento como con la supervivencia. El hecho de que la rela-
cidn para la tabla marginal no solo cambie sino que ademds tenga sentido contrario
a Ia que se observa en la tablas parciales se conoce con el nombre de paradoju de
Simpson.

Mantel y Haenszel propusieron un método para combinar diferentes estimaciones
de una misma OR estimada en varios estratos con el objeto de controlar el posible
efecto confusor de la variable por la que se estratifica; el estadistico propuesto por
estos autores es una suma ponderada de los estimadores de la OR en cada estrato,
siendo los pesos asignados inversamente porporcionales a la varianza del logaritmo
de cada estimador. El estimador de Mantel-Haenszel toma la forma

2 Co!,'df
7y
O_RMH =

Z bicj

Fy

donde la suma se extiende a todos los estratos v &, b, ¢; ¥ d; son los valores de las
casillas en cada estrato v »n; es el nimero de individuos en ese estrato. Para nuestro
ejemplo, para el primer estrato, el hospital H1, a;=150, b;=50, ¢=400, d,=400 y para
el segundo estrato, el hospital H2, a,=240, by=560), ¢,=25 y d,=175, con ny = iy =1000,
por o que

(150} (400) N (240) (175)

R,y = 1000 1000 3
(50) (400)  (560) (25)
1000 1000

que, como se observa, coincide con la estimacion dada por el modelo logistico cuan-
do se controla por el tipo de hospital. Para este ejemplo concreto, ya que las estima-
ciones en los dos estratos coindicen exactamente, ese valor comin es, evidentemente,
el valor del estadfstico de Mantel-Haenszel.



REGRESION LOGISTICA BINARIA MULTIPLE 1

2.6 Interacciéon entre las predictoras

En la situacion que se acaba de describir la relacion entre la variable resultado,
supervivencia del paciente, y la predictora de interés, el tratamiento recibido, es la
misma en cada una de las categorias de la ofra variable considerada, el hospital donde
recibié el tratamiento. Sin embargo, en algunas ocasiones esto no es asi y Ia relacidn
enire dos variables puede cambiar dependiendo del nivel de una tercera. Considere-
mos los datos hipotéticos de la Tabla 2.9, de un estudio de casos y controles sobre el
riesgo de cancer de pulmén, segin el nivel de exposicidn al asbesto; el tabaco se con-
siderd comoe covariabie, es decir, variable por la que controlar la relacidn de interés.

Tabla 2.9. Cancer de pulmoén segun consumo de tabaco y exposicion al asbesto.

FuUuMA
Si No
ASBESTO
Sf No Si No
€ 2505 : 600 _-._.:::. 2(}0 E{}O : 1 00
Controles 50 100 100 200

Para construir el fichero de datos notemos por 1 a los casos y 0 a los controles, 1
para los fumadores y 0 para los que no fumadores y, por dltimo, 1 a los expuestos al
asbesto y ( en caso contrario. El modelo para ¢l asbesto da lugar a una lejania = 230,35
con 2 grados de libertad y unas estimaciones que aparecen en la Tabla 2.10.

Tabla 2.10. Estimacidn del modelo que solo contiene a ASBE.

VARIABLE | ESTIMACION ERROR ESTANDAR
Constante 0,000 0,082
ASBELT T 0 T g e

St a este modelo se afiade la variable FI/MA, se obtiene una lejania = 17,038 con
1 grado de libertad y las estimaciones de la Tabla 2.11

Tabla 2.11. Estimacion de los coeficientes de ASBE y FUMA.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR

Constante -0,937 0,112

FUMA 1,874
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Este modelo tiene una lejania muy grande para 1 grado de libertad lo que se puede
interpretar, al disponer de datos agrupados, como que el modelo que contiene a esas
dos variables no explica suficientemente bien los datos observados.

En el modelo modelo ajustado de la Tabla 2.12 estd implicita la suposicién de que
el efecto del asbesto es el mismo para fos fumadores que para fos no fumadores, pues
antes se dijo que el coeficiente 1,251 del asbesto indica una estimacion del logaritmo
de la OR en dos individuos, uno expuesto al asbesto y el otro no, pero que son igua-
les respecto a la otra variable presente en el modelo, en este caso, la variable FUMA;
es decir, ese riesgo es el mismo tanto si los dos individuos son fumadores como si los
dos no lo son. Sin embargo, es posible que ta relacién entre el céncer del pulmdn y el
asbesto sea diferente en los fumadores y en los no fumadores. Si acaso ocurriese esta
situacion se dice que existe inferaccion entre el ashesto y el tabaco indicando con ello
que la relacion entre asbesto y cancer de pulmén depende de la categoria de la varia-
ble FUUMA. La pregunta gue ahora se plantea es, ;cdmo modelar esta nueva situacion?

Para ello definimos una nueva variable mediante el producto de ASBE y FUMA
y establecemos el nuevo modelo

logit{p) = Bo+ PLASBE + B FUMA + Bs(ASBEXFUMA)

donde aparecen tanto los denominados efectos principales, los términos correspon-
dientes a ASBE v a FUMA, como el término de interaccidn, el correspondiente al pro-
ducto (ASBEY I UMA).

Examinemos detenidamente este nuevo modelo; para los individuos fumadores,
FUMA=1, ¢l modelo que contempla la interaccién toma la forma

logit(p) = (Bo+ B2} + (B + P2)ASBE
v para los no fumadores, FUMA=0,
logi(p) = By + BIASBE

por lo que el modelo propuesto conternpla 1a posibilidad de una distinta asociacién
entre asbesto y cdncer en cada una de las categorias de [a variable FUMA, pues

+
ORpidores = EBI s OR}\;'aﬁ.fim'k!uf'v.s = eﬁl

ya que B;+Bs es el coeficiente del asbesto para el modelo de los fumadores, siendo
B, el correspondiente para el modelo de los no fumadores.

Si By es distinto de cero, el logaritmo de la OR para los fumadores viene dado por
la cantidad B;+P3 que es distinto a B, el logaritmo de la OR correspondiente a los
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no fumadores; si 3 es mayor que cero el riesgo del asbesto serd mayor en los fuma-
dores que en los no fumadores y en el caso en que P; sea menor que cero, el riesgo
serd menor. Si B, es cero, el modelo se reduce al que solamente tiene en cuenta los
efectos principales, por 1o que [a asociacién de interés es la misma en los dos estra-
tos de la variable FUMA. De aqui se deduce gue para evaluar la posible interaccién
entre asbesto y tabaco no hay mds que contrastar la hipdtesis de que el coeficiente {3,
correspondiente al término de interaccion sea cero.

Ajustando el modelo que contiene tanto a los efectos principales como a la inte-
raccién obtenemos una lejania igual a 0,00 con O grados de libertad y Ias estimacio-
nes de la Tabla 2.12.

Tabla 2.12. Estimacion del modelo con la interacdidn de las variables ASBE y FUMA.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR
Constante 0,693 0,122
ASBE L 0B93 sy
FUMA 1,386 0,173
ASBE.FUMA 1099 0768

Ya que la diferencia en lejanfa entre los modelos con vy sin interaccién es de
17,038-0 =17,038 para un grado de libertad, el modelo que contiene a la interaccién
explica mejor los datos que el modelo que no la contiene, es decir, podemos recha-
zar la hipdtesis de que B3 es cero; dicho de otra manera, el nimero 1,099, estimacién
de [B;, es suficientemente distinto, desde el punto de vista estadistico, de cero. Ya que
el signe de esta estimacion es positivo, podemos afirmar que el riesgo del asbesto es
mayor enire los fumadores que entre fos no fumadores, es decir, el tabaco potencia el
efecto del asbeste.

Si consideramos la relacion cancer de pulmén y asbesto sin controlar por el hecho
de que el individuo fume o no fume, es decir, estimamos la OR segin el primer mode-
lo ajustado, tal estimacion viene dada por la cantidad e1-54=4,663, pero considerando
el tercer modelo

logitlp) = -0,6931 + 0.6931ASBE + 1,386FUMA + 1,099(ASBEYF{MA)

que es el que se ajusta bien a los datos observados, el efecto del asbesto depende de
que individuo fume o no fume; asi, para los individuos no fumadores, una estimacion
de la OF es 069312 00, mientras que para los fumadores la OR viene estimada por
la cantidad e?6931+1099=6_ E] tabaco triplica el riesgo asociado al asbesto.
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Obsérvese como Ja relacion entre cdncer de pulmédn y asbesto no es constante en
las dos categorias de la variable FUMA; es decir, la relacién entre esas dos variables
depende del nivel de la variable FUMA; por tanto el coeficiente de la variable ASBE
deja de tener la interpretacidn que hasta ahora se venia manteniendo, pues ahora esa
relacion depende de la categorfa de la variable FUMA; a una variable con las carac-
teristicas de la variable FUMA se le denomina modificadora del efecto, en este caso
del asbesto. Facilmente se puede comprobar que las tres estimaciones anteriores son
las que se derivan de la Tabla 2.9 antes presentada; el valor 4.665, salvo errores de
redondeo, resulta de colapsar dicha tabla por la variable FUMA, como aparece en la
Tabla 2.13.

Tabla 2.13. Resultado de colapsar la Tabla 2.9 por la variable FUMA,

Asbesto sf ] Asbesto no
Casos 700 f 300
Controles & 1807 e300

(700) 300) _
(150) (300}

£

Las otras dos estimaciones correspondientes a los riesgos asociados al asbesto en los
no fumadores ¥ en los fumadores aparecen en la Tabla 2.14 y la Tabla 2.15, respec-
tivamente.

Tabla 2.14. Cancer de pulmion y exposicion al asbesfo en no fumadores.

Asbesto + é Asbesto -
Casos 100 100
Controles £ 500t [ sann

(100) 200) _,
(100) (100)

Tabla 2.15. Cancer de pulmon y exposicion al asbesto en fumadores.

Asbesto + ‘ Ashesto -
Casos 600 200
Controles  HHBOLE 00

(600) (100) _
(200) (50)
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A partir del modelo de la Tabla 2.12 también se puede estimar la OR para un
fumador expuesto al asbesto respecto a un no fumador no expuesto al asbesto; en efec-
to, come se vi6 en el Apartado 2.3, el componente sistemdtico para un fumador,
FUMA=I, expuesto al ashesto, ASBF =1, serd

-0,693 + 0,693(1) + 1,386(1) + 1,099(1)(1)
mientras que para uno no fumador, FUMA =0, y no expuesto al asbesto ASBE=0,
-0,693 + 0,693(0) + 1,386(0) + 1,099(0)0)
por lo que su diferencia, 0.693 + 1.386 + 1.099, no es mds que el logaritmo de la
razon de ventajas del primero respecto del segundo. Por tanto, el riesgo, razén de ven-
tajas, del primero respecto al segundo individuo es e06931+1.386+1.095=24  que también

se puede estimar a partir de la Tabla 2.16,

Tabla 2.16. Distribucion de dos categorias de exposicién en casos y en controles,

Ashesto si Ashesto no

Furmadores No fumadores
Casos 600 100
Controles 50 200

oo (60002000
(100) (50)

El modelo con el compenente de interaccién que se acaba de ajustar es un nuevo
ejemplo de modelo saturado pues ahora se disponfa de cuatro binomiales, cuatro gra-
dos de libertad, y dicho modelo tiene cuatro pardmetros a estimar; es por eso que la
lejania vale cero, asi como sus grados de libertad asociados.

2.7 Ejemplo. Contraceptivos orales e infarto de miocardio

A continuacién se presentan en la Tabla 2.17 los datos de un estudio caso-control
disenado con al objeto de evaluar la posible relacion que pudiera existir entre el uso
de contraceptivos orales (AQ) y el infarto de miccardio, Shapiro (1979).
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Tabla 2.17. Casos de infarto seqin uso de anticonceptivos, edad y tabaco.

GEDA

FUMA  AO 1 2 3 4 5
0 0 Caso i 0 3 10 20
Control - | 106 14750153 165 [ 155

L U I .
o las b e o

1 0 Caso 0 5 11 21 42
Control s |79 142 S 19300 596

1 Caso 1 1 1 0 0

2 0 Caso 1 7 19 34 “ 3‘!
Corwol 39 e se s e ol 50

1 Caso 3 8 3 5 3
Control Az e

Como los autores del estudio pensaban que esta relacién podia venir confundida
por no controlar algunas variables, también registraron para cada una de las mujeres
variables tales como la edad, el ndmero de cigarrillos que fumaban diariamente, etc.;
nosotros tan sélo vamos a tratar de controlar por estas dos variables citadas. La varia-
ble FUMA correspondiente al tabaco estd codificada asi: 0 para las no fumadoras, 1
para fumadoras entre 1 y 24 cigarrillos diarios y 2 para las que fuman 25 o mads ciga-
willos diarios. La segunda variable corresponde al uso de anticonceptivos orales indi-
cando el 1 su utilizacién v 0 lo contrario; por dltimo, la variable GEDA es la edad
codificada como sigue: 1 corresponde al grupo de edad entre 25 y 29 afios, 2 a las
mujeres entre 30 v 34 afios, 3 a las que tienen entre 35 y 39, 4 entre 40 y 44 y 5 entre
45 y 49 afios. De todas formas, tomaremos como EDAD de las mujeres un represen-
tante del grupo de edad al que pertenecen: asi, supondremos que todas las mujeres del
primer grupo tienen 27 afios, 32 las del segundo, ete.

El interés del estudio estd en la evaluacion de los anticonceptivos orales como fac-
tor de riesgo para el infarto de miocardio; una primera aproximacién al problema seria
medir la asociacién cruda, es decir, sin tener en cuenta ningln otro factor, entre el
infarto y los anticonceptivos. Para ello ajustamos un modelo logfstico que contiene
sOlo a los anticonceptivos
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Tabla 2.18. Estimacion del modelo que solo contiene a fos anticonceptivos.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR

Constante -2.059 0.074

que da lugar a una lejanfa de 302,34 y 28 grados de libertad v unas estimaciones que
estan en la Tabla 2.18, de donde se puede, en principio, deducir que el riesgo de pade-
cer infarto de miocardio entre las mujeres que toman anticonceptivos es ¢ 0521 = | 684
veces superior al riesgo que tienen las mujeres que no los toman. El lector puede com-
probar como a partir de Ia Tabla 2.17, agregando por edad y tabaco, se puede cons-
truir la Tabla 2.19, la tabla marginal.

Tabla 2.19. Los mismos datos que en la Tabla 2.17 colapsada por FUMA y GEDA.

INFARTO
5 | Mo
AD Si 29 135

No 205 | 1607

que efectivamente da lugar a una razén de ventajas de 1,684, Evaluar la significacién
de la OR de la que 1,684 es una estimacion, se puede conseguir comparando las leja-
nfa de este modelo vy la del que no contiene ninguna predictora; esta Ultima lejania es
307.58 con 29 grados de libertad, por lo que la diferencia 307,58~ 302,34=35,24 es sig-
nificativa para una %2 con 1 grado de libertad; por lo que, en principio v con muchas
reservas, podriamos hablar de la asociacion entre el infarto de miocardio y la utiliza-
cidn de los anticonceptivos orales; luego volveremos sobre esto.

2.8 Variables indicadoras

Hasta est¢ momento solo hemos utilizado como predictoras a variables dicotdmi-
cas a las que hemos asignado valores 0 y T para sus dos categorias para poder tratar
informaticamente el fichero de datos; pero, ; porqué esta asignacién de valores y no
otra distinta? En realidad, asignando dos valores enteros positivos consecutivos, por
ejemplo, 1 y 2 6 34 y 35, la interpretacion de ; sigue siendo la misma pues

BT o B2l o B0 By
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Aungue los valores 0 y | son los que se utilizan mas frecuentemente, también son
posibles otras asignaciones, por ejemplo, -1 y [; lo que pasa es que ahora el riesgo
del segundo individuo respecto al primero es

PGy _ 2By
por lo que, con esta asignacién de valores, serfa erréneo decir que el riesgo es eb.

La variable FUMA, aunque en principio se podia haber tratado también como
numérica, expresada como nimero de cigarrillos, los autores del trabajo la categori-
zaron como $e explicd anteriormente; alguien podria pensar que de 1o que se trata es
de asignar los valores, por ejemplo, 0, [ y 2 alas tres categorias y tratarla como numé-
rica. Sin embargo, esa estrategia no resiste una minima critica; en efecto, los valores
asignados a esta variable o han sido con la Unica intencidn de identificar a los tres
grupos de mujeres en su relacién con el tabaco, pero nada mds; asi, una mujer con
valor 2 no significa que fume el doble que una mujer con valor 1; por tanto, estas eti-
quetas 0, 1 y 2 no tienen sentido estrictamente numérico; ;cémo tratar enfonces a una
predictora categdrica?

En situaciones como ésta en que se dispone de una variable categérica ordinal en
la que la asignacidn propiamente numérica no es clara en absoluto, o en el caso de
una variable no ordinal, el camino a seguir para tratarla consiste en construir, a par-
tir de ella, un conjunto de variables indicadoras (dummy variables). Antes se vid que
en el caso de una variable dicotdmica, una variable con dos posibles valores podia
identificar perfectamente a todos los individuos; en el caso de la variable FUMA que
tiene tres categorias podemos identificarlos mediante dos variables indicadoras FUMA(1)
y FUMA(2) definidas como sigue: una mujer no fumadora vendria identificada por la
pareja de valores (0,0), las fumadoras entre 1 y 24 cigarrillos corresponderian al par
(L) v la pareja (0,1) corresponderia a las fumadoras de mds de 24 cigarrillos, como
aparece en la Tabla 2.20.

Tabla 2.20. Construccion de dos variables indicadoras para la variable FUMA.

FUMA(T) | FUMA(2}
FUMA 0 0 0

1 1 -0

2 0 1

En general ante una variable categdrica con & niveles habrfa que construir k-1
variables indicadoras; come puede adivinarse esto puede ser molesto a la hora de cons-
{ruir 1a base de datos. Por tanto, en lugar de construir el fichero de datos con los valo-
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res 0, I, 2 de la variable FUMA, habria que introducir los valores correspondientes
de las variables FUMA(I) y FUMA(Z), m4s incomodo serfa el caso de una predicto-
ra categérica con 5 categorias pues tendriamos que definir 4 variables indicadoras.
Afortunadamente, la mayoria de los programas de regresion logistica disponen de 6rde-
nes que permiten [a construccién de variables indicadoras sin tener que constrairlas
fisicamente en el fichero de datos.

Aunque no estaba en Ios objetivos del estudio analicemos la asociacién entre infar-
to y la variable FUMA; para ello se ajusta el modelo

logit(p) = By + PLFUMA(I) + BFUMA(2)

que da lugar a una lejania de 184,51 con 27 grados de libertad pues ahora se han esti-
mado tres coeficientes, que aparecen en la Tabla 2.21, Como el modelo que no con-
tiene predictoras tenia una lejanfa de 307,58 con 29 grados de libertad, la diferencia
307,58-184,51=123,07 es una valor muy grande para la distribucién chi-cuadrado con
29-27=2 grados de libertad; es decir, existe asociacion significativa entre el tabaco
y el infarto. Pero ;como interpretar los coeficientes de las variables indicadoras utili-
zadas?

Tabla 2.21. Estimacion del modelo para la variable FUMA.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR

Constante -3,054 0,166
FUMA(Z) 2,026 0,198

¥a que el modele estimado es
logit(p} = -3,054 + 1,036FUMA(]) + 2,026 FUMA(2)

para el caso de wna no fumadora, es decir, una mujer para la que los dos variables
indicadoras valen cero, FUMA(1)=FUMA(2)=0, tendremos

logit(p) = -3,054

y para una fumadora entre [ y 24 cigarrillos, FUMA(1)=1 y FUMA(2)=0, la estima-
cion del modelo serd

logit{p) = -3,054 + 1,036

con lo que la diferencia entre este logit y el anterior, es decir, el logaritmo del riesgo
de la fumadora entre 1 y 24 cigarrillos respecto a la no fumadora es (-3,054+1,036)




50 - MODELQS DE REGRFSION [OGISTICA B

- (-3,054) =1,036. De esta manera el coefictente 1,036 de la variable FUMA(]) corres-
ponde al logaritmo de la razén de ventajas de sufrir infarto entre las fumadoras de
entre 1y 24 cigarrillos respecto a las no fumadoras; es decir, este tipo de fumadoras
estd a ¢ 1.036=2 82 veces mds riesgo de sufrir infarto que las no fumadoras. De la misma
forma, el coeficiente 2,026 de la variable FUMA(2) indica que las fumadoras de mas
de 24 cigarrillos estdn a e 2926=7 58 veces mds riesgo de sufir infarto gue las no fuma-
doras. Para comparar una fumadora de mds de 24 cigarrillos con una que fume entre
1 v 24 no hay mds que calcular sus logits que son -3,054+2,026 y -3,054+1,036 y res-
tarlos; esa diferencia es 2,026-1,036, por lo que el riesgo entre esos dos tipos de muje-
res serd e2026-1.036:=72 69

La Tabla 2.22 muestra la distribucién de los casos y controles respecto a la varia-
bla FUMA, asi como los logits para cada categoria; la diferencia entre los corres-
pondientes a las categorfas 1 y 0 es -2,018-(-3,054)=1,036, por tanto, ya que la diferencia
entre los logits es el logaritmo de 1a OR, 1,036 serd el logaritmo de la OR entre una
fumadora de entre 1 y 24 cigarrilios y una no fumadora: esta es la misma solucidn
que se desprende de la Tabla 2.22.

Tabla 2.22. Ventajas v Jogit de sufrir infarto para las distintas categorias de fumadoras.

INFARTO
Si No Ventaja logit(p)
0 38 806 0,04715 -3,054
FUMA 1 820 i gidszan | ezi01s
2 114 319 0,35737 -1,029
Total 234 1742

Con la asignacién de valores realizada, los coeficientes de las variables indicado-
ras no son més que el logaritmo del riesgo de cada categorfa respecto a las no fuma-
doras, denominada categoria de referencia, que obsérvese que es la categorfa que tiene
valor 0 para todas las variables indicadoras. Por tanto, ante una predictora categdrica
debemos decidir cual de sus categorias queremos tomar como referencia y esta serd
la que tenga valor cero para todas las variables indicadoras; es aconsejable tomar como
categoria de referencia la categorfa mds numerosa por razones de fiabilidad estadisti-
ca, ya que si tomdsemos una categoria con pocas observaciones, todas las compara-
ciones con las categorias restantes van a ser poco fiables.

Segtin la Tabla 2.21, ya que las no fumadoras son la categoria de referencia, evi-
dentemente estd a riesgo uno respecto de si misma, o lo que es igual, tiene una OK
de 1, por 1o que su logaritmo es 0; para las fumadoras entre 1 y 24 cigarrillos, una
estimacién del logaritmo de la OR es 1,036 y 2,026 para las fumadoras de mds de 24
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cigarrillos; es decir, existe aproximadamente la misma diferencia entre las no fuma-
doras v las fumadoras entre 1 y 24 cigarrillos (1,036-(0), que entre éstas v las fuma-
doras de mds de 24, (2,026-1,036); esto hace pensar que los valores asignados 0, 1,
2, a la variable FUMA se podrian, en principio, tratar como valores numéricos. Lo
que se acaba de sugerir puede comprobarse grificamente, como aparece en la Figura
2.1, representando los logits para las tres categorfas de FUMA.

logit (p)

0 1 z
FUMA

Figura 2.1, Relacidn entre logit(p} y FUMA.

Considerando a la variable FUMA como numérica, con valores 0,1 v 2, v ajus-
tando el modelo correspondiente solo aparecerd un coeficiente estimado para esta
variable, pues ahora se considera como numérica; Ias estimaciones de este noevo ajus-
te se muestran en la Tabla 2.23 con una lejania de 184,54 y 28 grados de libertad; el
coeficiente 1,009 es el aumento en logit por unidad de aumento de la variable FUMA.

Tabla 2.23. Estimacion del modelo considerada como numérica fa variable FUMA.

VARIABLE ' ESTIMACION ERROR ESTANDAR
Constante l -3,041 0,1393
CRURIA S f 000 e pese

Asi, etH01009=2 74 es la OR para las fumadoras de entre 1 y 24 cigarrillos respecto
a las no fumadoras y ¢ @0L009=7 53 es la OR para las fumadoras de mds de 24 tam-
bién respecto a las no fumadoras. Las lejanias de los dos modelos, el que contiene a
FUMA como categdrica, mediante las dos variables indicadoras, y el que la contempla
como numeérica, tan solo se diferencian, en términos de lejania, en 184,54-184,51 =0,03,
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pero, sin embargo, se gana un grado de libertad al considerar FUMA como variable
numeérica ya que se estima un parametro menos. Dicho de otra manera, como los dos
modelos dan los mismos riesgos v el mismo grado de ajuste y éste dltimo contiene
menos pardmetros a estimar, es el que debemos de elegir en virtud del principio de
parsimonia.

La codificacion utilizada anteriormente para las variables indicadoras es, con dife-
rencia, la mds utilizada en los estudios en salud; sin embargo, no es la dnica. Una
alternativa, es decir, otra forma de construir variables indicadoras para la variable

FUMA podria ser la que aparece en la Tabla 2.24

Tabla 2.24. Construccion alternativa de dos variables indicadoras para Iz variable FUMA.

FUMA(1) | FUMA(2)

0 -1 -1
2 0 1

que, oMo se verd a continuacion, supone un cambio en la interpretacidn de los coe-
ficientes del modelo. En efecto, dado el modelo

logit(p) = By + BIFUMA(L) + B2FUMA(2)

con FUMA(!) y FUMA(2} definidas como aparece en la Tabla 2.24, el logit para una
no fumadora, FUMA(1)=FUMA(2)=-1, serd

Bo + Bi(-D) + Bo(- 1)

y para una fumadora entre 1 y 24 cigarrillos su logit serd

Bo + Bi(1) + Po(0)

por lo que restando de este logit el anterior tendremos ¢l logaritmo de la razén de ven-
tajas

2B+ By

por lo que el riesgo de una fumadora de 1 a 24 cigarrillos respecto a una no fuma-
dora serd
OR = 62B1 + ﬁ2

De forma similar, el riesgo de una fumadora de mds de 24 cigarrillos respecto a
una no fumadora serd

OR = &P +2B:
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El modelo estimado para esta nueva definicion de las variables indicadoras resul-
ta ser

login(p) = -2,034 + 0.016FUMA(1) + 1,005FUMA{2)

por lo que, seglin se acabar de ver, los riesgos de una fumadora entre 1 y 24 v una
de mds de 24 cigarrillos, respecto a la no fumadora serdn, respectivamente

@20016) + 1.005 = 7 82 20016+ 21,005) = 7 58

que son  los mismos que se calcularon anteriormente cuando las variables indicado-
ras se definieron de forma distinta. Igual que con la primera codificacién el coefi-
ciente de una variable indicadora era el logit de la categoria correspondiente respecto
a la categoria a la que se asignaron valores 0 para todas las indicadoras, la categoria
de referencia, en el segundo esquema se puede demostrar facilmente que el coeficiente
de una variable indicadora, por ejemplo 0.016, es el logit de las fumadoras de 1 a 24
cigarrillos respecto a la categorin promedio de las tres categorfas.

Lo que si es algo mds complicado con esta definicién de indicadoras es el cdl-
culo de los intervalos de confianza; en efecto, ahora el logaritmo de la razén de ven-
tajas para las fumadoras enire 1 y 24 cigarrillos es ahora 2 ; + i, por lo que su error
estandar no es tan evidente como en el primer caso en que el logaritmo del riesgo era
Bi. En el apartado 2.10 se muestra el método de calculo del error estandar para situa-
clones como esa,

Existen otras formas de definir variables indicadoras que no vamos a comentar
pero lo que sf es muy importante es ser conscientes del esquema adoptado, pues segiin
s¢ acaba de demostrar, la interpretacion de los coeficientes depende de éste v los pro-
gramas informaéticos ofrecen distintas alternativas. De todas formas, va que en la
mayoria de los estudios epidemiolégicos el interés se centra en estudiar el riesgo de
los distintos grados de exposicion respecto a la no exposicion, el tipo de asignacién
de la Tabla 2.20 es la mds utilizada en la literatura.

2.9 Estrategias de seleccion de variables

Habitualmente son varias las variables que se miden en cualquier estudio con la
finalidad de evaluar su posible cardcter confusor de la relacién entre el factor de ries-
go y la enfermedad. Ya que casi siempre existe un nimero bastante limitado de indi-
viduos a observar, el nlimero de variables a entrar en el modelo estd obligado a ser
pequefio, de lo contrario las estimaciones de los coeficientes del modelo son poco pre-
cisas lo que se traduce en errores estindar muy grandes; aparte de esta cuestion estd
el hecho de que de lo que se trata no es tanto de elegir el modelo de mejor ajuste sino
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mds bien de un modelo que explique sufucientemente bien los datos y ademds sea
suficientemente simple de interpretar; de poco vale un ajuste perfecto con una impo-
sible interpretabilidad. Subyacente a estos hechos estd la cuestién de qué variables
introducir como confundentes y como términos de interaccidn en el modelo. Como el
objetivo del estudio estaba centrado en la evaluacidn del uso de anticonceptivos como
factor de riesgo para el infarto de miocardio, tanto la edad como el tabaco se midie-
ron con el dinico objeto de controlar su posible efecto confusor. La cuestion que ahora
se plantea es, j qué criterio seguir para incluir estas variables en el modelo multiva-
riante con el objeto de controlar la posible confusion?

En epidemiologia el problema de la seleccién de las variables posibles confun-
dentes ¢s un debate que dista mucho de estar cerrado; mientras alganos autores como
Fleiss (1986) son defensores de la utilizacién de los tests de hipdtesis para seleccio-
nar las variables confundentes, hay otros, como por ejemplo Miettinen {1976}, que
proponen como criterio de seleccién la repercusion en la estimacion del efecto de la
exposicion.

En primer lugar es necesario distinguir dos tipos de variables: por una parte el
posible factor de riesgo y las variables que por estudios anteriores se saben que son
factores confundentes, y por otra, el resto de las variables. El primer grupo de varia-
bles deben entrar automaticamente en el modelo; los factores confundentes conocidos
deben entrar en el modelo, independientemente de la significacién estadistica de su
asociacion, si tal inclusion cambia la estimacion del efecto del factor de riesgo, Bres-
fow (1980). Por otra parte, las variables del segundo grupo son las que se someten al
procese de seleccidn.

El criterio de seleccién basado en los tests de hipdtesis propone seleccionar las
variables en funcién de la significacién estadistica de su asociacién con la enferme-
dad, lo que puede llevarse a cabo siguiendo diferentes estrategias. El método de selec-
cién hacia adelante (forward selection) consiste en, una vez construido el modelo con
las variables que obligatoriamente deben entrar, de entre las restantes variables se
selecciona aquela que, introducida en el modelo, de lugar a una estimacion mds sig-
nificativa; si tal estimacion es estadisticamente significativa para un error, por ejem-
plo, de 0.15, la variable se introduce en el modelo. Este proceso se continua hasta que
no haya variable que cumpla con la condicién anterior. En el método de seleccidn
hacia atrds {(backward selection), se incluyen todas las variables en el modelo inicial,
eligiendo aguella que tenga un coeficiente menos significativo; si su error correspon-
diente es mayor que el previamente elegido, se saca la variable del modelo; este pro-
ceso se repite hasta que no haya variables que cumplan el requisito anterior. Una
combinacion de estos dos algoritmos se conoce como método de seleccidn paso a
paso (stepwise seleclion).
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El otro criterio de seleccionar variables a incluir en el modelo estd basado en el
cambio producido en la estimacién del efecto del factor de riesgo por el hecho de
introducir una nueva variable en el modelo; en este caso, a partir de un modelo ini-
cial, Ia estrategia hacia adelante selecciona como primera variable aquella que al intro-
ducirla en el modelo cause un mayor cambio en la estumacion del efecto del factor de
riesgo; st este cambio es mayor que uno preestablecido, por ejemplo, un 16% de cam-
bio sobre la OR, se introduce la variable; este proceso se contintia hasta que no haya
variables que produzcan al menos ese cambio. En el método hacia atrds, a partir del
modelo que contiene a todas las variables se selecciona la variable que al quitarla pro-
duzca un cambio méis pequefio; si este cambio no alcanza al valor prefijado, la varia-
ble se omite del modelo, Este procedimiento se sigue hasta que no se pueda sacar
ninguna variable.

Schall v Zucchini (1990) piensan que, en principio, toda variable a seleccionar
deberia figurar como modificador del efecto en el modelo que ellos denominan mode-
lo operativo. Aunque este modelo es el que mejor describe las observaciones, es el
que contempla mds pardmelros a estimar y por tanto las estimaciones correspondien-
tes tienen menos precision, mayor error estandar; cualquier modelo, caso particular
del modelo operativo, tendrd menoes pardmetros a estimar y sus estimaciones tendrdn
errores estandars mas pequefios. El método que estos autores proponen consiste en
elegir el modelo que explique suficientemente bien las observaciones y que dé unas
estimaciones de las OR lo mds precisas posible; para elle proponen una medida de
discrepancia enire modelos. Como se ha dicho antes, actualmente hay un gran deba-
te acerca de estos dos criterios de seleccion de variables con el objeto de medir ¢l
efecto del factor de riesgo; son mayoria los partidarios del criterio del cambio en el
efecto vy parece ser que la inferioridad de los métodos basados en 1a significacidn esta-
distica se debe a la baja potencia de los tests debido al casi siempre pegueiio nime-
ro de individuos observados. Mickey (1989), en uno de los pocos estudios comparativos
de los dos criterios, encuentran que ¢l criterio basado en el cambio del efecto tiende
a ser mejor aungue sefialan que los métodos basados en los tests pueden comportar-
se aceptablemente tomando niveles de significacion del orden del 20% o superior.

Estos métodos de seleccionar el modelo final basados en criterios cldsicos como
la lejanta, el criterio de informacidn de Akaike, u otre estadistico cualquiera no estdn
exentos de algunas dificultades, por lo que en algunas ocasiones han sido puestos en
tela de juicio. Argumentos que avalan estas dudas son los estudios experimentales que
demuestran que en ocasiones, y especialmente con muestras grandes, se encuentran
errores pequefios para el rechazo de una hipétesis que es verdadera, lo que conlleva
declarar significativas asociaciones entre variables cuande no existe tal asociacidn,
Por otra parte, téngase en cuenta que si son el nimero de predictoras, son 2 el niime-
ro de posibles modelos a elegir, en concreto, con veinte variables pasan del millon,
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1.048.576, el niimero de modelos distinios, eso sin considerar ninguin término de inte-
raccién; en situaciones como esta no es improbable encontrar varios modelos que
expliquen los dafos suficientemente bien v que entren en contradiccién a la hora de
explicar el fendmeno estudiado. Ademas, el modelo seleccionado puede variar segin
el criterio de seleccidn de las variables.

De todo lo anterior se desprende un ambiente de incertidumbre a la hora de selec-
cionar un modelo. Una de las aproximaciones mds interesantes a este problema viene
desde lo que se conoce como Estadfstica Bayesiana, enfoque cada dia mds relavante
en sus aplicaciones a la investigacién en salud, Berry (1996). El criterio de seleccién
de variables desde un enfoque bayesiano incorpora tal incertidumbre al andlisis median-
te la utilizacion del criterio de informacién bayesiano BIC ( Bayesian Information Cri-
terion); el articulo de Raftery (1993) es una excelente introduccion al tema.

2.10 Ejemplo del infarto y los anticonceptivos: continuacion

Volviendo al ejemplo del infarto y los anticonceptivos, si elegimos el método de
seleccion hacia adelante, consideremos como maodelo inicial al que solo contiene el
posible factor de riesgo y aftadamos la variable EDAD, en afios, para evaluar su efec-
to confusor; para ello ajustamos el modelo

logit(p) = By + PLAO + BLEDAD

modelo con una lejania de 158,39, por lo que el cambio producido en la lejania res-
pecto al modelo inicial es de 143,95 con 1 grado de libertad que evidenteniente es
significativo y con unas estimaciones como las que aparecen en la Tabla 2.25.

Tabla 2.25. Fstimacion del efecto de jos anticonceptivos confrolando por fa edad.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR

Constante -1,764 0,501
RO e

EDAD 0,142 0,013

Obsérvese el cambio producido en la estimacidn del efecto de los anticoncepti-
vos; mientras en el modelo inicial, Tabla 2.18, la estimacién del efecto, medido median-
te la OR, de la toma de aniiconceptivos era ¢0521 = 1 684, ahora, ajustando por la
edad, pasa a ser e133¢ = 3,804; es decir, entre dos mujeres con la misma edad, sea
cual sea, Ia usuaria de anticonceptivos estd a un riesgo de infarto 3,804 veces superior
al riesgo de la no usuaria; por tanto, ha habido un aumento en la estimacion del ries-
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go del 125% por el hecho de controlar por la edad. En resumen, bajo fos dos crite-
rios de seleccién de variables, la EDAD tene caracter confusor.

51 se hace el analisis correspondiente al tabaco, el modelo resultante da lugar a
una lejania de 182,54, por lo que la diferencia en lejania respecto al modelo inicial,
el que solo incluye a los anticonceptivos, es de 119,8, también con 1 grado de liber-
tad; las estimaciones aparecen en la Tabla 2.26.

Tabla 2.26. Fstimacion del efecto de los anticonceptives conirlando por tabaco.

VARIABLE ’ ESTIMACION ERROR ESTANDAR

Constante ‘ -3,063 0,140
)

FUMA ! 0,999 i 0,096

Aunque desde el punto de vista del criterio basado en los tests de hipétesis las dos
variables se comportan de manera equivalente, ambas estdn significativamente aso-
ciadas al padecimiento del infarto, es evidente que la variable EDAD produce un cam-
bio superior en la OR asociada a los anticonceptivos orales. Siguiendo los algoritmos
antes descritos, la variable EDAD es la primera elegida.

El modelo que contiene a los tres efectos principales
logit{p) = By + P1AC + BLEDAD + B,FUMA

da lugar a una lejanfa de 34,877 con 26 grados de libertad y unas estimaciones que
son las que aparecen en la Tabla 2.27,

Tabla 2.27. Estimacion del efecto de fos anticonceptivos controlando por edad y tabaco.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR
Constante 9,252 G626

EDAD 0,152 0,014

FUMA S g | '_f:f_ s

Una vez incluida ta EDAD, 1a variable FUMA aporta informacién estadisticamente
significativa pues hay una diferencia de lejanfa entre este modelo y ¢l anterior de
158,39-34,877 = 123,51 con 1 grado de libertad; si se estiman como tmportantes des-
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censos superiores al 10%, el incluir FUMA produce un descenso en la estimacion de
Ja OR del 14% aproximadamente. Por tanto, también bajo los dos criterios hay que
incluir, ademds de la EDAD, la variable FUMA.

Como ya se dijo, el modelo que solo contiene los efectos principales, implica que
el riesgo de infarto con relacién a los anticonceptivos es el mismo en las distintas
categorias de las variables EDAD y FUUMA; segtin los resultados de la Tabla 2.27, una
usuaria de anticonceptivos orales estd a un riesgo ¢184=3,27 veces superior a una no
usuaria, con la condicién de que las dos sean iguales en cuanto al hibito de fumar,
sea este ¢ que sea, y de que tengan la misma edad, sea cual sea.

Sin embargo, podrfa ocurrir que ¢l efecto de los anticonceptivos cambie depen-
diendo de las categorfas de esas variables; por ejemplo, nos podriamos plantear pre-
guntas del tipo: ;entrafia el mismo riesgo el uso de anticonceptivos en las mujeres de
25 a 29 gue en las que tienen de 45 a 49 aflos?, o, ;potencia el tabaco el riesgo de
los anticonceptivos? Para estudiar estos problemas es necesario introducir las inte-
racciones del factor de riesgo, los anticonceptivos, con las restantes variables; es cos-
tumbre considerar tan solo interacciones de primer orden, las construidas en base a
productos de dos términos, pues las interacciones de orden superior son de dificil inter-
pretacion.

Veamos en primer lugar la interaccién de los anticonceptivos con la edad, con el
objetivo de estudiar si el riesgo de los anticonceptivos depende de Ta edad de la mujer;
para ello afiadimos al modelo anterior la nueva variable de mteraccion (AO)(EDAD),
por lo que el nuevo modelo a ajustar seria

logit(p) = Po + PIAO + BEDAD + BFUMA + Bo(AONEDAD)

que da lugar a una lejanfa de 34,640 por lo que ¢l cambio producido respecto al que
aparece en la Tabla 2.27 es 34,877-34,640=0,237, que para un grado de libertad 1 es
no significativo; es decir, no hay evidencias de que el riesgo de sufrir infarto por la
toma de anticonceptivos cambie con la edad. En cuanto a la ofra interaccion, los anti-
conceptivos con el tabaco, definimos la variable (AQ).(FUMA) y ajustado el modelo
correspondiente da lugar a una lejania 33,519 con un cambio de [,358 ¢on 1 grado
de libertad que tampoco evidencia cambio del riesgo del uso de los anticonceptivos
con el aumento del consumo del tabaco, P = 0.24. Por tanto, el modelo de eleccion
es el que solo contiene el factor de riesgo y las dos variables confundentes.

Un intervalo de confianza aproximado, al 95% de confianza, para la OR de las
usuarias respecto a las no vsuarias de anticonceptivos es

@ 1.18% = 1960261)=(1,96 , 5,45)
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por lo que podemos afirmar que el riesgo de que una usuaria de anticonceptivos sufra
infarto de miocardio es entre dos y cinco veces y media mayor que el riesgo de las
no usuarias, controlando por edad y tabaco. De forma similar se pueden calcular los
intervalos para las OR cotrespondientes a las otras dos variables aunque no tiene mucho
sentido pues la variable de riesgo considerada es tan solo fa toma de anticonceptivos
figurando las otras dos variables en el modelo con el dnico fin de evitar el sesgo de
confusién que supondria el no considerarlas,

De todas formas, y para ilustrar una situacion que hasta ahora no hemos contem-
plado, calculemos un intervalo de confianza para el riesgo, segin el modelo de la
Tabla 2.27, de las fumadoras de més de 24 cigarrillos respecto a las no fumadoras:
una estimacién del logaritmo del riesgo vendra dada por (2-0) s = 285, que tiene un
error estandar igual a 2[6.6.(63)], es decir, 2(0,101)=0,202; de aqui que un intervalo
para el logaritmo del riesgo sea

2(1,0613 + 1,96 (0,202) = (1,726, 2,518)
por fo que el intervalo de confianza para el riesgo serd
e (1726 2518)= (5,62 , 12,40)

En general, dados dos individuos A y B que tienen valores x4;, xj; para la varia-
ble predictora Xj, el logaritmo del riesgo viene estimado por
(xa; - Xpi) P
cuyo error estandar es

(i - xg) [e.e(Bl

por o que un intervalo de confianza para el riesgo del individuo A respecto del B
serd

e Par - ) By o tlocq ) - Lee B
que para el ejemplo anterior serfa
€G- 1,061 2 1L96G-1) - (1010} == (5,62, 12,40)

Cuando, como en nuestro caso, el modelo no contiene términos de interaccion, el
cdlewto de los intervalos de confianza para las OR no entrafia dificultad alguna, como
se acaba de ver. Imaginemos, sin embargo, que la interaccién entre AQ y FUMA hubie-
se dado significativa y que nuestro modelo de eleccion estimado hubiese sido el que
aparece en la Tabla 2.28.
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Tabla 2.28. Estimacion del modelo que incdluye tanic los efectos principales
como fa interaccion de la edad v ef tabaco.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR

Constante -9,231 0,630

AQ.FUMA 0,399 0.354

{Cémo calcular en esta situacion los intervalos de confianza para las OR de los
anticonceptivos en las distintas categorias de la variable FUUMA? Para responder a esta
pregunta hay gque hacer uso de una propiedad acerca de la varianza de la suma de dos
variables aleatorias; para nuestro ejemplo, segin este modelo de interaccidn,

logitlp) = Bo + BIAO + B2EDAD + B FUMA + BAAOHFUMA)
o lo que es igual,
logit(p) = By + (B + BaFUMA)AO + B,EDAD + Bs(FUMA)

por lo que la estimacién del logaritmo de la OR para los anticonceptivos es (3, +
B.FUMA), expresion que, para un valor constante de la variable FUMA, depende de
la suma de dos estimadores, es decir, variables aleatorias. Por otra parte, la varianza
de una suma (diferencia) de dos variables es la suma de las varianzas de cada una de
ellas mds (menos) ¢l doble de la covarianza, medida ésta que indica el cambio de una
estimacion cuando cambia la otra; es decir, s1 k£ es una constante,

var(ﬁl + k&) = var(f)l) + k2 var(&) + 2k cov(E?n , 34)
por lo que, segln los resultados de la Tabla 2.28,
var{log(ORY) = 0,5752 + (FUMA)? 0,3542 + 2(FUMA) cov(B, . Ba)

donde por cov(B, , P} se representa la covarianza de las estimaciones de los pard-
metros de AQ v (AO}FUMA); por tanto, para calcular la varianza de log(OR) nece-
sitamnos conocer la Hamada mairiz de varianzas-covarianzas, informacién gue suelen
dar los programas de regresion logistica y que aparece en la Tabla 2.29.
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Tabla 2.29. Matriz de varianzas-covarianzas de las estimaciones del modeic
con fa interaccicn de AO y FUMA.

B B, B, 8, B
B, 03972
5, o063 | A
B, -0,0087 | 0,00097
B; 0201 1 00139 | 0pooz | 00Tz
B4 00038 | -0,1801 | 0,0002 | -0,0109 | 0,1256

Esta matriz da, en la diagonal principal, las varianzas, cuadrado de los errores
estandars, de las estimaciones de los distintos pardmetros, y en las casillas que no
estan en esa diagonal aparecen las covarianzas entre las distintas estimaciones; asi,
0,3306 es la varianza del estimador del coeficiente de A0, que en efecto, coincide con
el cuadrado del valor 0,575, error estandar dado en la Tabla 2.28,; por otra parte, -
0.1801 es la covarianza entre la estimacion del coeficiente de AQ y del coeficiente de
la interaccién (AQO)(FUMA); sustituyendo estos valores en la expresion anterior queda

var(log(OR)) = 0,3306 + (FUMA)? 0,1256 + 2(FUMA) (-0,1801)

Con la estimacitn del logaritmo de la OR para ¢l término de interaccion y su
varianza podemos construir el mtervalo de confianza; asi, para las fumadoras de 1 a
24 cigarrillos, que son las mujeres cuyo valor de FUMA e¢s 1, el riesgo asociado a los
anticonceptivos orales, a igualdad de edad, viene dado por

log(OR) = (0,631 + 0,399 (1) = 1,03
Y s varianza es
var(log{OR)) = 0.3306 + (1)? 0,1256 + 2(1%-0,1801) = 0,096

por lo que el error estédndar es la raiz cuadrada de 0,096, es decir, 0,3098; de esta
manera el.03 * 196 (03098} = (1,53 | 5,14) es el intervalo buscado para la OR de las usua-
rias de anticonceptivos respecto a las no usuvarias, pero sélo para las mujeres fuma-
doras entre 1 y 24 cigarrillos, sea cual sea la edad de las mujeres.

Merece la pena hacer la siguiente consideracién acerca de las unidades de medi-
da de las predictoras que hemos utilizado en el modelo; la variable EDAD ha sido tra-
tada como numérica con valores 27, 32, 27, 42 y 47 para los 5 grupos de edad; sin
embargo, en la construccion del fichero se habia introducido la variable GEDA con
valores 1, 2, 3, 4 y 3. Veamos que ocurre si utilizamos como predictora la variable
GEDA en lugar de la EDAD; recuérdese que estaban ligadas por la relacién
EDAD=22+5(GEDA) por lo que GEDA=(EDAD-22)/5=EDAD/5-4.4; obsérvese como
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la variable GEDA es igual a la quinta parte de la variable KDAD menos una cons-
tante. La lejania y las estimaciones de los coeficientes del modelo que contiene AO,
GEDA v FUMA son las que aparecen en la Tabla 2.30.

El coeficiente 0,152 de la EDAD en la Tabla 2.27 se podia interpretar como el
cambio que experumenta el logit de la probabilidad de sufrir infarto por cada unidad
de aumento de la variable EDAD, es decir, por cada ano que cumpla una mujer; ahora
el coeficiente 0.760 de GEDA es el cambio que experimenta ¢l mismo logit por cada
unidad de aumento en la variable GEDA, es decir, cada cinco afios v obsérvese como,
en efecto, 0.152 es precisamente el cociente 0.760/5. Esto viene a confirmar Io que
ya se avanzd sobre la dependencia de los valores de las estimaciones de los coefi-
cientes respecto de las unidades de medida que se utilicen para las variables.

Tabia 2.30. £/ mismo modelo que en s Tabla 2.25 pero con la edad expresada en quinguenios.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR

Constante 0,332
HAG Cidaer

GEDA 0,070
CRUMA ST

Este hecho debe prevenir al lector sobre el peligro que existe a la hora de com-
parar los coeficientes del modelo entre sf como forma de hacer comparaciones entre
los riesgos asociados a las distintas variables que figuran en el modelo, ya que, como
se acaba de comprobar, el valor del coeficiente depende de las unidades de medida
en que se exprese la variable correspondiente. Una solucién a este problema es utili-
zar los valores de las predictoras estandarizados.

2.11 Construccion de un indice de riesgo

Volviendo de nuevo al modelo mds parsimonioso que explica nuestras observa-
ciones, el modelo que no contempla ninguna interaccién, se pueden calcular las OR
estimadas a partir det modelo para cualquier combinacién de las predictoras. Para ello
tomemos comeo categorfa de referencia las no usuarias de anticonceptivos, no fama-
doras y con edad en el grupo mas joven, el representado por el valor 27, Una vez
ajustado un modelo, los programas suelen generar una variable cuyos elementos son
las estimaciones del componeate sistemdlico del modelo para cada combinacién de
las predictoras; en la Tabla 2.31 aparecen los valores de las predictoras asi como los
del componente sistemdtico (CS) para cada tipologia de mujer. Ya que estos iltimos
valores no son mas que el logit de cada perfil mujer, podemos calcular todas las esti-
maciones de las distintas OR correspondientes a los riesgos asociados a cualquier
mujer en relacién a la categorfa de referencia; asi, en las dos primeras filas de la tabla
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aparecen los valores -5,14627 y -4.38590 correspondientes a la categorfa de referen-
cia y a la categorfa de las no usuarias, del grupo de 32 afios y no fumadoras; por tanto,
ta diferencia -4,38590-(-3,14627)=0,76037 es la estimacion del togaritmo del riesgo
para las mujeres del grupo de 32 afios respecto del grupo de 27, controlando por anti-
conceptivos y tabaco; por tanto, una estimacién de esta OR es ¢0.76037 = 2 14,

De esta manera, cuanto mayor sea el valor del componente sistemdtico de una
mujer, mayor serd la diferencia con el correspondiente a la mujer de referencia; va
que esa diferencia no ¢s mds que el logaritmo del riesgo, cuanto mayor sea el valor
del componente sistemdtico la mujer correspondiente estard a mayor riesgo de sufrir
la enfermedad. De aqui que el componente sistemdtico se pueda considerar como un
indice de riesgo.

Tabla 2.31. Valores de las tres predictoras y del componente sistematico (CS).

AQ EDAD FUMA cs
0,000 27,00 1,000 -5,14627
0,000 37,00 1,000 -3,62553

CER000 T Az 00 00 ges s
0,000 47,00 1,000 -2,10478

COEO00L R 00 000 i 06006
1,000 32,00 1,000 -3,20169
OG0 3000 000 | aansy
1,000 42,00 1,000 -1,68095

D00 AT 00 T L T s0, 62058
0,000 27,00 2,000 -4,08548

CB0000 T BZ00 2000 s s
0,000 37,00 2,000 -2,56474
0,000 47,00 2,000 -1,04400

SLO00 T e RT000 T 2000 i e0128
1,000 32,00 2,000 -2,14091

000 L BT00 b 000 38055
1,000 42,00 2,000 -0,62016
000 L AT00 0 20007 T oAb
0,000 27,00 3,000 -3,02470
0,000 37,00 3,000 - -1,50395

SO0000 L A2,000 e BI000: . 0,74358
0,000 47,00 3,000 0,01679
H000 e 27,007 30005, BA0AY
1,000 32,00 3,000 -1,08012
SE000: s BT00 L RI000T | 31075
1,000 42,00 3,000 0,44062
060 47,0000 1300000 [ 20008
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Comparando de esta manera cada combinacién de las predictoras con la catego-
ria de referencia se puede obtener la Tabla 2.32 que muestra las 30 estimaciones de

las correspondientes OR.

Tabla 2.32. Razones de ventajas de las distintas cafegorias de mujeres respecto a
las no wsuarias de anticonceptivos, no fumadoras v def grupe de 25 a 29 anos.

EDAD

FUMA  AC 27 32 42 47

No  No 1,00 | 2,14 979 | 2095
St 3270|7000 HTE 3200 | 6BST.

1-24  No 2,89 6,18 28,29 | 60,55
Si BB | 20217 43260 192,51 198,00

225 No 835 | 17,87 | 3824 | 81,75 | 174,93
St 97TR0 5843 12804 26732 572002

Como se indicé en el Apartado 1.8, en los estudios de casos y controles el térmi-
no independiente no se puede interpretar a no ser que se conozcan las fracciones de
muestreo en los casos y en los controles. Es por eso que nos hemas tenido que con-
formar hasta ahora con el conocimiento de las OR; es decir, en los estudios de casos
y controles nos tenemos que contentar con saber cudntas veces es mayor el riesgo de
una mujer respecto a otra, es decir, con una medida de riesgo relativa. Sin embargo
no podemos responder a preguntas del tipo: jcudl es el riesgo de que una mujer deter-

minada sufra un infarto?

La Tabla 2.33 muestra los resultados parciales, debidos a Halperin (1971), del estu-
dio de cohorte de Framimgham disefiado para evaluar factores de riesgo asociados
con la enfermedad coronaria; estos resultados corresponden a una subcohorte de 742
hombres con edades comprendidas entre 40 y 49 afios seguidos durante 12 afios y
libres de enfermedad coronaria al comienzo del estudio;

Tabla 2.22. Modelo estimado derivado del sequimiento de 742 hombres durante 12 afios, para
evaluar factores de riasgo asociados a enfermedad coronaria.

VARIABLE ESTIMALZION ERROR ESTANDAR
Constante -13,257
CEdad e g e i 04k
Colesterol 0,007 (3,002
- presin sistalical - F 0007 D06
Peso relativo 0,026 0,009
Hemodiobina - | U 000t SR
Tabaco 0,422 0,103
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las variables se codificaron asi: la edad en afios, el colesterol en mg/100 ml, la pre-
sién en mm de Hg., el peso relativo como el cociente entre su peso y la mediana del
peso para los hombres de su altura, expresado en tanto por cien, la hemoglobina en
2r/100 mi, el tabaco como 0 si nunca fumd, 1 si fuma menos de un paquete, 2 si fuma
un paquete y 3 en otro caso; por ultimo, 0 si el electrocardiograma (ECG) fué normal
v 1 en caso contrario.

Al tratarse de un estudio de seguimiento, no sélo se pueden calcular razones de
ventajas, sino que podemos evaluar riesgos individuales de padecer la enfermedad, es
decir, probabilidades de que un individuo con determinadas caracteristicas desarrolle
la enfermedad en los 12 afios de estudio; asi, un hombre con 43 afios, 230 mg/100 ml
de colesterol, 150 mm. de presion, un peso relativo del 90%, una hemoglobina de 110
gr/100 ml, fumador de 20 cigarrillos y electro normal, tendrd un componente siste-
mdtico segiin el modelo estimado de -13,257 + 0,122(43) + 0,007(230) + 0,007(150)
+ 0,026(90) -0,001(110) + 0,422(2) + 0,721{0) = -2,267, por lo que la probabilidad
de que un individuo como este desarrolle la enfermedad a lo largo de los 12 afios de
estudio es

6—2,267

= (0,09
I +e¢

-2.267

lo que se¢ puede interpretar diciendo que, de cada cien hombres con las caracteristicas
del anterior, 9 de ellos desarrollardn la enfermedad en un periodo de 12 afios.

Aunque en el apartado 1.8 se dijo que, en los estudios de cohorte,

egl}

1+ ebo

se podia interpretar como una estimacion de la incidencia en los no expuestos, es decir,
en los individuos donde el valor de las predictoras es 0, en este caso no podemos decir
nada acerca del valor -13,2573 ya que no tiene sentido hablar de un hombre sin edad,
sin colesterol, etc. Para evitar esta dificultad lo que se suele hacer es posibilitar el que
cualquier variable predictora pueda tomar valor 0, lo que se puede conseguir con el
centrado (centering) de las variables cuantitativas; todo consiste en restar a los valo-
res de las tales variables el valor de su media (mediana) por lo que esta nueva varia-
ble tomard valor cero cuando la variable original valga el valor de su media (mediana).
Shapiro (1982) publicé un estudio de cohorte sobre factores de riesgo asociados a
infeccion iras histerectomia para lo que midieron la existencia de profilaxis, codifi-
cada como 0 en caso de que no se realizase profilaxis y I en otro caso, el tipo de ciru-
gia empleada, 0 si fué vaginal y 1 en caso de cirugia abdominal, tipo de servicio
sanitario donde se realizé la intervencidn, O para los privados v 1 para los piblicos,
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edad de la paciente v duracion de la operacién; estas dos Gltimas variables cuantita-
tivas las centraron en la mediana de sus distribuciones que fueron 40 afios y 120 minu-
tos, respectivamente; los resultados del modelo de regresién logistica son los que
aparecen en la Tabla 2.34.

Tabla 2.34. Factores de riesgo asociados a infeccitn tras histerectomia.

VARIABLE ESTIMACION
Constante -2,080
Profilads T 0,878
Tipo de operacion . 0,642
Tpo dedeico i T g0z
Edad - 40 afos -0,018
Duracion dela operacion » 120 minutos 00,0030
Profilaxis . (duracion - 120 minutos) 0,011

Con estas transformaciones de las variables coantitativas si tiene sentido hablar
de una mujer con valor O para todas las predictoras; ella serfa una mujer a la que no
se [e administrd profilaxis, se le hizo abordaje vaginal en un servicio privado, con 40
afios de edad y para la que Ta operacién durd 120 minutos; entonces,

6"2'09

=(,11
| +¢

-2,09

es la probabilidad de que una mujer de esas caracteristicas llegue a tener infeccidn, o
lo que es igual. de cada 100 mujeres de esas caracteristicas, 11 de ellas resultardn
infectadas.



CAPITULO I
DIAGNOSTICO EN REGRESION LOGIsTICA

Todo modelo estadistico, en particular el modelo de regresion logistica, estd basado en unas
hipdresis previas de las que es necesario evaluar su cumplimiento. Estas cuestiones junto a la
presencia de observaciones extrafias o muy influyenies en el modelo afustado son el objetivo
del presente capitulo.

3.1. introduccion

Aunque se haya ajustado un modelo estadistico como mecanismo generador plau-
sible del patrén subyacente de unos datos observados, este no debe ser el final de nin-
gun andlisis estadistico. Hay toda una fase posterior de andlisis que tiene que ver con
la adecuacion de las observaciones al modelo propuesto; aunque un ajuste determi-
nado explique suficientemente bien los datos, hay una serie de cuestiones que hay que
investigar. Podria ocurrir que: a) otra funcién distinta de la logistica pudiese descri-
bir mejor nuestras observaciones; b) por otra parte, el modelo logistico, tal como se
ha presentado, es restrictivo en el sentido de que exige que la relacién entre el logit
de la probabilidad del suceso de interés y las predictoras sea lineal, exigencia que no
tiene porqué ocurrir en todas las ocasiones, en cuyo caso puede ser necesario realizar
algun tipo de transtormacion de las predictoras para poder cumplir tal condicién de
linealidad; ¢) también es fundamental en cualquier analisis estadfstico el detectar algu-
nas observaciones "raras” para el conjunto de datos que estamos manejando, o bien,
observaciones que tengan una influencia exagerada en las estimaciones de los pard-
metros del modelo. El objetivo de este capitulo es el tratamiento de estas cuestiones
que se ejemplificardn con los datos que utiliza Pregibon (1981) en su articulo sobre
diagnostico en regresion logistica. '

3.2. Ejemplo. Vasoconstriccién en la piel de los dedos
e inspiracion profunda

La experiencia se debe a Finney (1947) y consiste en un ensayo para estudiar un
reflejo fisioldgico de vasoconstriccidn en la piel de los dedos después de una inspi-
racion profunda; la respuesta es la presencia o no de vasoconstriccién, RESP, y la
hipétesis del estudio es la dependencia de esta respuesta dependiendo del volumen de
aire inspirado, VOL, y de la velocidad o tasa a la que se inspira, TASA. La Tabla 3.1
presenta los datos de los 39 individuos del estudio, junto a la variable de identifica-
cioén ID para cada uno de ellos,
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La variable respuesta RESP se codificé asi: RESP=1 si ¢l sujeto presentaba vaso-
constriccion y RESP=0 en caso contrario. Ya que en este caso tenemos datos no agru-
pados debemos considerar 39 binomiales de pardmetro n=1.

Tabla 3.1. Datos def estudio de Finney.

iD VoL TASA  RESP 1y VOL  TASA  RESP iD VOL  TASA  RESP
1 0,825 1 14 1,4 2.33 1 27 1.8 1,5 1
CReBETOAD9T s 075 35 i e 08 e s
3 2,5 1 1,64 1 29 1,8 0,95 1
CALROTE s e OB B0 e B D
5 3,2 1 1,415 1 31 2,7 0,75 1
TG 07 RS e A e e B2 23500030 o
706 075 0 20 18 18 1 11183 0
9 ¢] 0 1,2 2,0 1
i {3}_::':5-'__._ O 3,33 1
11 0 09 1.9 0
13 1,3 1,625 1

Ajustando distintos modelos, se obtienen los siguientes resultados: para el mode-
1o nulo, la lejanfa es 54,040 con 38 grados de libertad; cuando se afiade la variable
TASA, el lejania pasa a ser 49,655 con un cambio de 4,39 que para 1 grado de liber-
tad es significativo, es decir, la variable TASA estd asociada a la variable respuesta.
S1 a este modelo se le afiade e volumen de aire inspirado, la lejania desciende al valor
29,772 con 36 grados de Hibertad, por lo que el cambio producido es de 19,883 para
1 grado de libertad. En definitiva, las dos predictoras aportan informacion interesan-
te; las estimaciones de los pardmetros de este fitimo modelo aparecen en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2. Estimaciones y errores estandar de los coeficientes de las variables TASA y VOL.

VARIABLE ESTIMACION E.E.

Clasicamente, estos datos no se han ajustado como se acaba de hacer sino que
tanto Finney comeo Pregibon utilizan las variables LTAS y LVOL, transformaciones
logaritmicas de las predictoras, que dan lugar a las tres lejanias siguientes: 54.040,
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48,857 y 29,227, respectivamente. Come se ve, las dos dltimas son muy parecidas a
las de los modelos con las variables no transformadas, por lo que no hay razones, al
menos estadisticas, para elegir entre un modelo v otro; nosotros elegirernos, por res-
peto a los citados autores, este Gltimo modelo cuyos pardmetros estimados aparecen
en la Tabla 3.3.

Tabia 3.3. Estimaciones y errores estédndar de los coeficientes de las variables LTAS v LVOL.

VARIABLE ESTIMACION E.E.
CComsrte - 2@ml o ian

LTAS 4562 1,837

WVOL . it o TG e e gea

En definitiva, el modelo estimado es
logit(p) = 2873 + 4,562 LTAS + 5,179 LVOL

y como los coeficientes de las dos predictoras son ambos positivos, ello implica que
al aumentar cualquiera de éstas, aumenta la probabilidad de vasoconstriccidn; por
ejemplo, para la misma tasa de aire inspirado, la ventaja de tener vasoconstriccién es
e 03179=1,68 veces mayor por cada décima de vnidad de aumento en el logaritmo del
volumen de aire inspirado; téngase en cuenta que si un individuo tiene una décima
mas de que otro en el logaritmo del volumen de aire inspirado, ello significa que el
volumen del primero es e 1 =1,105 veces el volumen del segundo.

3.3. Alternativas al modelo de regresién logistica

Como ya se ha dicho en repetidas ocasiones, el modelo de regresion logistica esta-

blece que
e B,+BX

e P e

Segtin esta expresidn, la probabilidad de que Y sea igual a 1 viene dada por una
funcidn que que varfa entre 0 y 1, los valores permitidos para una probabilidad, y que,
en el caso en que Py > 0, es una funcién no decreciente, es decir, cuando aumenta el
valor de la predictora la probabilidad de presentar la caracteristica de interés anmen-
ta 0 permanece constante. Por tanto, en principio, cnalquier funcién

F(By + BiX))

gue varfe entre 0 y 1 y sea no decreciente puede ser candidata para modelar la rela-
cion entre ¥y X.
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En farmacologia es frecuente el estudio de la tolerancia a un determinado farma-
co: sea X la dosis administrada del medicamento e Y una variable dicotémica tal que
Y=1 &i el sujeto experimental presenta intoxicacion por el firmaco e Y=0 en caso con-
trario; sea D la tolerancia de un sujeto al farmaco, de tal manera que st la dosis X
administrada es mayor que D, el individuo presenta intoxicacion, es decir,

PY=1=PD<X)

Ya que en muchas situaciones, la tolerancia de un individuo suele distribuirse segiin
una normal de una combinacidn lineal de la dosis administrada, podemos escribir que

p=P(Y=1710=PD=sX) =0+ BiX)
donde ¢ es la funcién de distribucidon de la normal estandarizada; por tanto
ol(p) = Py + BIX

Este modelo, en el que la funcidén de nexo es la inversa de la normal estandariza-
da, es el lamado maodelo probit v es una alternativa para estudiar la relacion entre una
variable dicotdmica Y y una predictora X.

Tanto ¢ modelo logistico como el probit son algo restrictivos en cuanto a la rela-
cidn entre p v X, en el sentido de que implicitamente establecen que p se aproxima
a la misma velocidad a 0 que a 1, es decir, son simétricas respecto a la horizontal
p=0.5.

Una forma de salvar esta restriccion ¢s mediante el modelo log-log

log(-log(p)) = Bo + B1X
que se puede escribir tambien de la siguiente forma

p = exp(-e Po Y

modelo que utiliza como nexo la funcién log-log y que se aproxima mds rdpida-
mente a 0 que a 1.

Por dltimo, el modelo

log(-log(1 - p)) = By + f1X
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que utiliza fa funcion de log-log complementaria, es similar al anterior, salvo la dife-
rencia de que se aproxima a 1 mds rapidamente que 0. Evidentemente, es de esperar
que la interpretacion de los coeficientes de estos modelos alternativos no sea la misma
que el modelo logistico; en efecto, sean dos individuos con valores x; y x; de la varia-
ble X; bajo éste ultimo modelo, para el primer individuo tendremos

log {-log(1 -p)) = By +PByx;

y para el segundo

log(-log(1 -p2)) = By +Bixy

con py y ps las probabilidades de presentar la caracteristica el primer y segundo indi-
viduos, respectivamente. Restando de esta tltima expresion la anterior se obtiene

tog (-log(1 -po)) - log(-log(1 -p1)) = Bl -x)
es decir,

logll-p2) . Bos, - )
log(1 -p1)

laego
L-pr=(1-ppe Pl
Resumiendo, bajo el modelo que utiliza la funcién log-log complementaria, la pro-
babilidad de gue el segundo individuo no presente la caracterfstica es igual a Ia pro-

babilidad correspondiente al primero elevada a la potencia

e Bl(xg - x;)

Para el modelo con la funcién log-log, no hay mds que cambiar la no presenta-
cién por la presentacién de la caracteristica de interés.

Los programas estadisticos disponen de varias funciones de nexo, entre ellas la
funcion logit, la probit y la log-log complementaria, por lo que los modelos que aca-
bamos de describir se pueden ajustar. En la Figura 3.1 aparecen las representaciones
grificas de las funciones logit, probit y log-log complementaria.
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Prohabiiidad

Figura 3.1. Representacion grafica de las funciones fogit (iinea continua),
probit (punteada) v log-fog complementaria {rayada).

“Aranda-Ordaz (1981) propuso una familia de funciones de nexo a partir de Ja cual
se pueden derivar tests para evaluar la bondad de la funcidn logistica como nexo. Por

dhimo, Guerrero (1982) propusieron una familia de transformaciones de la razén de
ventajas de la forma

RNES:
(E—p“) = BO + Bin + o+ i?)me
- Pi
donde
A .
( P ) = log —2i A=0
- pi 1-p
YA
(5]
- Pi
T e e AxED
n #

que incluye, para el caso particular =0, al modelo logistico. Como los ;. A es un
pardmetro a estimar mediante médxima verosimilitud. Dependiendo de la funcidn de
nexo elegida el ajuste puede ser mds o menos bueno y, en términos generales, las
variables a incluir en el modelo final van a depender del nexo elegido.

De todas formas, la transformacion logistica es muy popular en los estudios epi-
demioldgicos debido a la interpretabilidad de sus coeficientes como logaritmos de razo-
nes de ventajas, lo que hace que sea aplicable a los estudios de casos y controles.
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3.4. Residuales en regresion logistica

Como en los modelos de regresion lineal, parece natural que, a la hora de evaluar
la adecuacién de un modelo ajustado, juegue un papel fundamental la medida que
capte la diferencia entre las respuestas observadas v las predichas por tal modelo; esa
medida recibe el nombre de residual. Sin embargo, al contrario que en los modelos
lineales, para el modelo logistico se pueden definir los residuales de varias maneras;
asi, en una primera aproximacion, la diferencia

Yi- 1 By

son los residuales crudos, que no son mds que la respuesta observada menos la pre-
dicha por el modelo; en caso de datos agrupados, n; representa el ndmero de indivi-
duos con un patrén i de predictoras, y; es el nlimero de estos que presentan la caracteristica
de interés y p; la probabilidad predicha para un individuo con tal pamrén de predicto-
ras; estos residuales crudos divididos por su error estandar

_ Oi-m )
‘jﬂi ﬁi(f - pi)

i

reciben el nombre de residuales de Pearson o residuales crudos estandarizados. Para
el caso de datos no agrupados, es decir, n;=1, los residuales anteriores toman la forma

Vi - bi
y
! (i - pa)
L —
VBl - pi
respectivamente.

Los residuales de Pearson no son més que la raiz cuadrada de la contribucién de
cada observacién al valor del estadistico %2 correspondiente al modelo ajustado; es
decir, sumando para cada respuesta los cuadrados de estos residuales se obtiene el
estadistico 2.

Otro residual de interés es d;, la raiz cuadrada de la contribucion de cada obser-
vacién a la lejania; segin se vio en el apartado 1.11, la lejania del modelo logistico
en el caso de datos agrupados toma la forma
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Vi fl; - ¥
22 {,Vi log -~ + (1 - ¥;) log ——> A)
i=1 i p; Ry -1 P

con k el nimero de binomiales; por tanto, el llamado residual de la lejania toma la
forma

g Rp- ¥
di = 2 (yt- log ny-ﬁ- + (1 - ;) log m%)
iPi i L

donde ¢l signo es el mismo que ¢t de la diferencia
Vi - 1 pi
Para datos no agrupados, es decir, cuando todas Ias binomiales tengan como para-

metro 7;=1, se pueden distinguir dos situaciones; en el caso en que la respuesta obser-
vada sea y; =0 estos residuales se pueden expresar abreviadamente como sigue

di=- 2 log(1 - py)
v en el caso en que y; =1
d; = -\ 2 Tog(p)
Se puede comprobar que entre estos dos residuales existe la siguiente relacién
d? =2 log(l + %

Aungue se pueden definir mds tipos de residuales para los modelos lineales gene-
ralizados, y por tanto para los modelos de regresion logistica, estos dos definidos y
algunas transformaciones de ellos, que trataremos mds adelante, son los mdis utili-
zados.

Una vez ajustado un modelo logistico, los programas informaticos de regresidn
logistica proporcionan para cada individuo, entre otras variables de interés, las pro-
babilidades estimadas de presentar la caracteristica, en este caso la vasoconstriccion,
y los residuales tanto de Pearson como los de la lejanfa; para nuestro ejemplo, la Tabla
3.4 presenta el valor de la respuesta y los dos tipos de residuales para cada uno de los
39 individuos del estudio.
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Tabia 3.4. Valores de la respuesta (RESP), probabilidades predichas (D;),
residuales de Pearson () v de la lejania (d,).
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Representando graficamente los valores de estos dos tipos de residuales, como
muestra la Fig. 3.2, se puede comprobar su parecido comportamienio; obsérvese como
los individuos 4 y 18 tienen ambos residuales grandes; mds adelante haremos uso de
estos residuales como herramienta fundamental para todo el proceso diagnéstico del
modelo.

Residual

i T T [

G 10 20 30 40

individuo

Figura 3.2. Representacion de los residuales de Pearson (3} y de la lejania (m).

3.5. Evaluacion de la bondad de ajuste

El uso de la lejania como medida de la bondad del ajuste de un modelo a unos
datos se basa en Ia propiedad de que este estadistico se distribuye asintdticamente
como una ¥?. Sin embargo, como se dijo en el apartado .11, esto no siempre es asi,
pues para ello se han de cumplir dos importantes condiciones: la primera exige la
independencia de las observaciones mientras que la segunda establece que los pard-
metros #; de las binomiales deben ser "grandes”, lo que en la prictica significa que
no mds del 20% de los valores predichos por el modelo pueden ser menores de 5. Si
no se cumplen estas dos condiciones, la distribucién de la lejania deja de ser la x%;
dicho de otra forma, en tales condiciones un valor grande de la lejanfa no implica
necesariamente evidencia de un mal ajuste. En el caso de datos no agrupados, donde
cada individuo sigue una bihomial, con »; =1, McCullagh (1989) demuestra que la
distribucién de la lejanfa no es la ¢2, por lo que ésta no se puede tomar como medi-
da de la bondad del ajuste. Para ¢l caso de datos agrupados, tanto la lejania como el
estadfstico de Pearson si pueden tomarse como medidas de la bondad del ajuste. Sin



DIAGNOSTICO EN REGRESION LOGISTICA -

embargo, a la hora de comparar dos modelos, sean cuales sean los pardmetros de las
binomiales, es decir, dispongamos ¢ no de datos agrupados, la diferencia entre dos
fejanfas sigue aproximadamente una ¥ cuyos grados de libertad son la diferencia entre
el nimero de pardmetros a estimar en los dos modelos.

Un método para la evaluacién de la bondad del ajuste de un determinado mode-
fo en caso de que los datos no sean agrupados o que, aungue agrupados, haya mds de
un 20% de valores esperados menores de 5, fué propuesto por Hosmer (1980), que
puede describirse como sigue: una vez ajustado un determinado modelo, se pueden
calcular las probabilidades estimadas para cada individeo. A partir de estos resultados
se pueden formar los Hlamados grupos de riesgo que se consiguen dividiendo el con-
junto ordenado de esas probabilidades estimadas en k grupos. Estos autores reco-
miendan, en base a los 9 deciles, tomar £ =10 grupos, que demominan deciles de riesgo
¥ que representamos por I, con j=1, 2, ...,10, por lo que en el primer decil de ries-
go D, estardn los individuos cuyas probabilidades p; asociadas estén comprendidas
entre O vy el primer decil; el segundo decil de riesgo lo formarin los individuos con
probabilidades comprendidas entre el primer y segundo deciles, ete. Sean ny; ¢l nime-
to de casos, (¥=1), en el grupo D; y por sy el nimero de controles, (Y=0); con estos
valores podemos representar lo siguiente

Iy D, Dy Dy Dy Dg D; Dy Dy Dyg

i
=0 | g R g3 fpa nys g Ty Agg Fgo g0
flo; Ay fiya Aos fis g Ao Agg Fgg gy
Yl | oA nig 3 g nis g 1y g g 7110
ity Az fiya flia s s 7 g g 110
donde
iy = 5
iy =T i

es la suma de las probabilidades predichas para los casos pertenecientes al decil 7, es
decir, el nimero de casos esperado en ese decil de riesgo; por tanto,

ﬁ()j = (”(Jj + f’lij) - ﬁ]j

gue es la diferencia entre el nimero de individueos en el decil j menos los casos espe-
rados, serd el numero de controles esperados para ese decil.
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Hosmer y Lemeshow propusieron el estadistico

C= Z i (R :ﬁsj )

i
=0 j=I Ry

como medida de la bondad del ajuste del modelo propuesto y comprobaron que si éste
es vilido, su estadistico se distribuye aproximadamente como una %2 con 10-2 grados
de libertad. Hosmer y Lemeshow recomiendan utilizar k=10 grupos de riesgo y, segin
su experiencia, si se utilizan menos de seis grupos la potencia del test es muy baja.
Ortro estadistico alternativo propuesto por los mismos autores se construye de forma
similar a éste pero en vez de tomar los deciles de riesgo toma unos determinados pun-
tos de corte, por ejemplo, 0.1, 0.2, ..., 0.9 para formar los grupos de riesgo.

En regresion lineal, el coeficiente de determinacidn cuantifica R? la parte de la
variabilidad de ia respuesta que es exphcada por las predictoras o, dicho de otra mane-
ra, este coeficiente describe la fuerza de la asociacion entre la respuesta y i compo-
nente sistemdtico del modelo; asi, si R%=1 implica que podemos predecir perfectamente
la respuesta a partir de las predictoras. Para el case de la regresion logistica se han
hecho varios intentos para definir una medida andloga a este coeficiente aunque nin-
guna de las propuestas goza del conceso general, Agresti (1990); un reciente estudio
comparativo entre ellas, Mittlbock (1996), recomienda, entre otras, el cuadrado del
coeficiente de correlacion de Pearson entre la respuesta y las probabilidades predi-
chas, es decir,

_FHYALLT 2
o (2 0-Pip)

3o Sepr

donde p es el porcentaje de casos en la muestra, que coincide con la probabilidad pre-
dicha media para todos los individuos. Para el ejemplo que venimos estudiando, con
los resultados de la Tabla 3.4, se puede comprobar que p=20/39=0,51 y R’=0,73; en
definitiva, fas dos predictoras del modelo ajustado explican un 73% de la variabilidad
de la respuesta.

3.6. Eleccion de la forma funcional de las predictoras.
Métodos basados en el alisamiento

Un tipo de cuestiones, muy importante por otra parte, tiene que ver con la elec-
cién de la mejor escala para las variables predictoras; es decir, la falta de bondad de
ajuste puede provenir de una especificacién incorrecta de la forma funcional de las
predictoras; en esta cuestién, los métodos grdficos son las principales herramientas
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disponibles actualmente para establecer una aproximacion a la forma funcional correc-
ta. Retomemos el ejemplo del Capitulo Il sobre los anticonceptivos v el infarfo y
estudiemos la relacién entre la edad de las mujeres y el riesgo de infarto; en este
caso estamos ante una variable con caracter numérico que, aunque continta, aqui se
ha categorizado en el sentido de que se ha asignado un mismo valor de la edad a
cada grupo; de cualquier forma, los valores 27, 32, 37, 42 y 47 tienen naturaleza
numérica; el modelo logistico establece que existe una relacion lineal entre el logit(p)
y EDAD.

Un método de evaluar ta adecuacion de nuestros datos al modelo es representar
en un sistema de coordenadas los logits estimados para cada edad y ver si existe tal
tendencia lineal: para ello, las distribuciones de los casos y de los controles en los
diferentes grupos de edad son las que aparecen en la Tabla 3.5.

INFARTO
S No Ventaja

27 5
32 a1 a3 -0,04%5_
EDAD 37 3 N )
47 | 21 . '511'9137'.
o [ e
Total 234 1742

Tabla 3.5. Ventajas y logitip) de sufrir infarto para las distintas edades.

Si se representa en el eje vertical los logits estimados y en el eje de abcisas la
edad, la nube constituida por estos cinco puntos es razonablemente lineal, como apa-
rece en la Figura 3.3. Si acaso no lo fuese habria que someter a la variable predicto-
ra de la que se trate, en este caso la EDAD, a algiin tipo de transformacién; la
transformacion logaritmica o la inclusidén de términos elevados al cuadrado, al cubo,
ctc., muchas veces resuelven estos problemas de no linealidad; mas adelante se dis-
cuten otras técnicas para detectar la no linealidad de las predictoras,

Cuando se tiene una variable continua con los datos no agrupados, las cosas se
complican. Si acaso se dispusiesen de varios valores de la variable resultado para cada
valor de la predictora, se podria proceder como en el caso de datos agrupados; sin
embargo, en los estudios no experimentales, este hecho casi nunca ocurre, por lo que
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no podremos calcular tos logits para cualquier valor de las predictoras. Ante esta situ-
cién caben dos aliernalivas: categorizar ja predictora segin el problema del gue se
trate, lo que cast nunca es buena politica, o bien, utilizar métodos mds sofisticados,
algunos de los cuales se exponen en los siguientes apartados.

-1.5

-2.6

iogit (p)
-2.5

-3.0

-3.5

30 35 40 45
EDAD

Figura 3.3. Logit de infarto para distinfas edades.

3.6.1. Alisado para una respuesta continua

En estadisiica, los modelos de regresidn cldsicos gue establecen la dependencia
entre una variable resuliado y las predictoras a través de un conpunto de pardmetros,
se denominan modelos paramétricos. Estos presentan la ventaja de proporcionar una
descripcién mds o menes sencilla de tal dependencia y, por otra parte, permiten cuan-
tificar el cambio que experimenta la variable resultado por unidad de aumento de la(s)
predictora(s). Como inconveniente estd el hecho de que en ocasiones las relaciones
entre variables son mds complicadas y no se pueden, desgraciadamente, describir
mediante esos modelos. Para soslayar estas dificultades se han propuesto nuevos mode-
los, tanto paramétricos como no paramétricos, basados todos en ¢l concepto de ali-
samiento (smoothing).

Para facilitar la compresién de lo que sigue consideremos una variable respuesta
Yy una predictora X ambas continuas. El principio que subyace en ¢l alisamiento es
que la relacion entre la variable dependiente y las predictoras no presenta disconti-
nuidades, es decir, para dos valores "préximos” en el espacio de las predictoras, los
valores correspondientes de la respuesta también son "parecidos”; en particufar, en el
caso de una sola predictora, para valores de X préximos, sus correspondientes valo-
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res de Y también son proximos; por tanto, a la hora de estimar el valor medio de ¥
correspondiente a un valor x; de X, algo deben tener que decir los valores de ¥ corres-
pondientes a valores de X cercanos a x;.

Sean {x;, y;)1 con i=1,2,...,n un conjunto de # observaciones de las variables X e
Y que, sin pérdida de generalidad vamos a suponer x; <x; <., x,: la representacion gra-
fica de estas n parejas de valores da lugar a una nube de puntos sobre el plano. El ali-
samiento de esta nube de puntos consiste en el calculo de otra nube definida por los
puntos (x;, ¥ ) con las mismas abcisas que la anterior pero cuyas nuevas ordenadas
¥ son los valores alisados de los v, estimacién del valor medio de ¥ en X=x;; para
valores distintos de los x;, pero en el rango de x| a x,, las estimaciones se consiguen
interpolando.

Consideremos el caso més simple de una sola predictora y para ello supongamos
que queremos estudiar el cambio del indice de masa corporal (IMC) con la edad en
los individuos adultos; para ello, pensemos en una muestra de adultos de edades entre
18 y 60 afios de los que conocemos tanto su edad come su IMC. En una primera apro-
ximacion, podriamos considerar una serie de categorfas de la edad, por ejemplo, los
menores de 30 afios, los que tiene entre 30 v 40 afios, los comprendidos entre 40 y
50 y los mayores de 50 y menores de 60 afios. En estas condiciones, jco6mo estimar
el cambio del IMC segiin el grupo de edad? Parece natural estimar el IMC para cada
categorfa de edad como el valor medio de los IMC de los individuos pertenecientes
a tal grupo etdreo; la Figura 3.4 muestra un grdfico en escalera, representacién de la
relacion entre el IMC y la edad; en ese grafico se puede apreciar el aumento del IMC
con el aumento de la edad de los adultos.

IMC
26

22

20 30 40 50 &0
EDAD

Figura 3.4. Relacidn entre IMC v la EDAD en adultos.
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Sin embargo, cuando la predictora es continua, como en este caso, es una mala
solucion categorizarla y, por otra parte, el alisamiento deja que desear pues la grafi-
ca resultante es una funcion en escalera, con discontinuidades en los puntos que defi-
nen las distintas categorias. En tal caso, si sé dispusiera de varios valores de IMC por
cada valor de edad, las estimaciones correspondientes a cada una de estas edades se
podria conseguir mediante la media de los IMC de los individuos con tal edad. Como
antes se dijo, en los estudios observacionales no disponemos de observaciones repe-
tidas para cada valor de la predictora; una forma de obtener una estimacion del valor
medio de Y para X=x; es mediante la combinacion de los valores de Y correspondientes
a valores de X comprendidos en un entorno de x;, es decir, valores proximos a x;; por
gjemplo, para estimar el IMC para los individuos de 43 afios consideraremos los IMC
de ellos y de los que tengan una edad parecida. Dependiendo de como combinemos
los IMC v de lo que entendamos por "edad parecida”, asi tendremos distintos tipos
de alisamiento.

Consideremos a continuacidn un método de alisamiento, utilizado tradicionalmente
en el andlisis de series temporales, conocido con el nombre de medias moviles (run-
ning-mean smoother) que evita los saltos de la grifica anterior. Consideremos que los
individuos entre 37 y 48 afios tienen una edad parecida a 43; pues bien, estimaremos
el IMC para los 43 afios mediante la media de los IMC de los sujetos que tienen enire
37 y 48 afios. Un tipo de entorno es el denominado entorne mds proximo simétrico
definido como sigue: supuestos ordenados los n valores de X en forma creciente, una
definicion formal del entorno N; mids prégimo simétrico correspondiente al valor x; es
el conjunto de valores de X correspondientes a los érdenes definidos asf

lkn] - 1 [kn] - 1

Ni={max (i- 5 Ly, ... 61,4 ik, L., min ( +m—m§w~w~, n) }

donde k es un ndmero comprendido entre 0 v I denominado pardmetro de alisa-
miento. Mediante el simbolo [kn] se representa el impar més préximo al producto
kn y es el ndmero de puntos que van a entrar en el entorno o ventana de alisamiento.
Esa expresién un tanto desagradable de la definicién del entorno més proximo simé-
trico no indica mds gue tal entorno estd constituido por los (fin]-1)/2 valores de X
mds cercanos a X; por la izquierda y los mismos por la derecha, mas el propio x;. El
alisamiento mediante medias moéviles consiste en calcular ys como el valor medio
de los valores de Y correspondientes al entorno mds proximo simétrico; escrito for-
malmente

i

s JeN:

12 =

T [kn]
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Veamos como funciona este método con un ejemplo muy simple; sean las n=21
parejas de valores que aparecen en la Tabla 3.6 y consideremos que cada entorno va
a contener el 40% de los puntos, lo que es igual que escribir k=0,4; por tanto, la ven-
tana de alisamiento contendrd en este caso [21(0,4)] = [8,4]=9 puntos. ;Como calcu-
lar el valor alisado correspondiente al valor x1p=10,107?7 Ya que la ventana tiene 9
puntos, tendremos que elegir los cuatro puntos méds proximos a 10,107 por la izquier-
da v los cuatro mds préximos por la derecha; en definitiva, debemos considerar los
valores

Ve ¥74. Y85 Yo, P10 ¥1r s Yizs Y1z Y14

que son 14,10, 17.37, 18,89, 16,95, 21,86, 19,03, 22,68, 2343, 19.94.

Tabla 3.6. Veintitin parejas de puntos (x,y).

Observacidn

o ies

18 17,625
20 18,935

L
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Por tanto, el valor alisado correspondiente a x5 = 10,107 serd la media aritméti-
ca de estos nueve valores, es decir, y,i'= 19,36. En la Figura 3.5 aparece una repre-
sentacién grafica de la ventana elegida para el alisamiento, asi como el valor alisado,
representado mediante el simbolo *, correspondiente a xy,.

Figura 3.5. Representacion del valor alisado corraspondiente a x5 v fa veniana de afisamiento.

Procediendo de igual forma para los restantes puntos e interpolando entre ellos,
obtendriamos el alisamiento de la nube de puntos mediante el método del entorno
simétrico més proximo. La vnica dificultad que nos encontramos para llevar a cabo
esto es cuando queremos calcular el valor alisado correspondiente a un valor de X que
esté en un extremo de su distribucidn; consideremos, por ¢jemplo, el ¢dlculo del valor
estimado correspondiente al valor x, =2,795. La novedad que se presenta es que aqui
no podemos elegir un intervalo simétrico pues a la izquierda de este valor tan solo
estd el x; =1,155. En este caso el entorno de x; estard constituido por los cuatro pun-
tos més proximos de su derecha, €l mismo y los que se puedan tomar por la izquier-
da, el x; es decir, los valores de x; a x¢; en el extremo superior de la distribucidn se
opera de forma similar. En la Figura 3.6 aparece la nube de puntos v su alisamiento
representado por la linea continua.
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x

Figura 3.6. La linea continua representa ef alisamiento mediante medias movifes.

El lector atento habrd observado que una manera de mejorar este método consis-
te en evitar, como se ha establecido implicitamente, ¢l dar la misma impertancia a
todos los valores de un entorno dado. Antes definimos el entorno correspondiente a
los 43 afios como los individuos entre 37 y 48 afios; no es dificil admitir que para
hacer la estimacion del IMC a los 43 afios se debe dar mds peso o importancia a los
IMC de los que tienen 42 afios que a los que tienen 37. Si se representa por w; los
pesos asignados a los valores y; de un entorno dado, calcularemos el valor alisado
mediante la siguiente expresién

2. WY

Je Nt

W

Jje N

1.5 =
Y

que no es mds que la media ponderada de los y; del entorno considerado.

Lo que queda por definir es la manera de asignar tales pesos; los llamados alisa-
mientos mediante niicleos (kernel smoothers) definen los pesos mediante una funcién
denominada niicleo que asigna la mdxima importancia al punto x; en el que se hace
la estimacion y la importancia de los puntos restantes del entorno va decreciendo depe-
diendo de su distancia a x;. Quizds una de las formas mds populares de asignar los
pesos es mediante la llamada funcion tricubo, funcién definida como sigue

lx: - xi] )34
w= -

donde d; es la médxima distancia desde x; a cualquier punto de su entorno N;. De la
expresion de la funcion tricubo podemos adivinar alguna de sus propiedades: en pri-
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mer lugar, es una funcién simétrica respecto a la vertical trazada por x; pues la dife-
rencia que aparece en la expresion anlerior se toma en valor absoluto; por otra parte,
el méximo valor que puede tomar es la unidad y lo toma precisamente en el valor
xp=x;, es decir, cuando se estdn asignando pesos a los y; correspondientes a los x; del
entorno, el valor con mayor importancia es, como era de esperar, el v, Cuando nos
vamos alejando de x; los pesos van decreciendo, valiendo cero en el punto del entor-
no mds alejado de x;, y en todos los puntos fuera del entorno,

Para nuestro ejemplo, los puntos extremos del entorno de x14= 10,107 son los valo-
res X¢=35,397 v x4,=12,751; asi, el valor de d es 10,107-5,597=4.51. Por tanto, la
funcién tricubo para asignar los pesos a las observaciones y; correspondienies al entor-

no de x;p serd
- xi Yoy
w; = 1- {.’—’_-"
) 4,51

Veamos un ejemplo; jqué peso asigna esta funcidn al valor y,=22,68 7; seglin la
ecuacion anterior,

Wig =

_{I10,107 - 11,9591

113
} = (,806
451

La Figura 3.7 representa graficamente los pesos asignados correspondientes a los
puntos del entorno de xjp; como se puede apreciar, el méximo peso, la unidad, se le
asigna al valor y=21,86 correspondiente a x,9, mientras los pesos decrecen conforme
nos alejamos de xyo; graficamente se puede comprobar como al valor y=11,959 le
corresponde un peso de 0,80, aproximadamente.

14

0.8

pese

Figura 3.7. La funcion tricubo en el entorno def valor 10,107,
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Obteniendo los pesos para los 9 puntos del entorno, no tenemos més que calcular
la media ponderada segin esos pesos; el valor estimade y¢  es 20,30, Repitiendo el
proceso para todos los puntos obtenemos el alisado de la nube de puntos: en la Figu-
ra 3.8 aparece la nube de puntos original. el alisado correspondiente a la técnica no
ponderada, la curva de trazado continuo y, por iltimo, la curva ravada correspondiente
al criterio de ponderacion mediante la funcién tricubo.

2

25
I

15

Figura 3.8. Dos tipos de alisamiento: no ponderado (finea continua) y ponderado (linea rayada).

Una cuestion importante no discutida hasta ahora es la proporcién k£ de puntos a
elegir para que entren en los entornos, pues eso condicionard el valor [kn]. No hay
criterio claro para elegir el valor de & pues eso depende del ndmero total de puntos
de la nube; en general, a mayor tamafio de muestra, menor k; asi, valores de k entre
0.1y 0,7 son frecuentes de encontrar en la literatura. Pero, ;jqué importancia tiene el
tomar una mayor o menor proporcion de puntos?. Para responder a esta cuestion vamos
a cambiar el valor de k y tomemos ahora k=0),6, lo que implica que el niimero de pun-
tos por entorno serd [{0,6)21=12.6] = 13 y repitamos el alisado con el criterio de pon-
deracién mediante la funcidn tricubo. En la Figura 3.9 aparece el nuevo alisado de la
nube; en esta situacion se dice que hay mds alisamiento, la nueva curva que se puede
construir con las nuevas estimaciones es mds "regular” que en el caso anterior que era
mds "quebrada”. Llevando las cosas a un extremo, si cada entorno contuviese un solo
punto, evidentemente, y# coincide con y;, se ha reproducido la misma nube de pun-
tos, el alisamiento producido es nulo; en el otro extremo, si en cada entorno entran
todos los puntos de la nube, el alisamiento es mdximo, esto ¢s, the trade-off between
bias and variance, Segal {1988).
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Figura 3.9. Alisamiento con § puntos (finea rayada) y con 13 {iinea continua).

3.6.2. Regresion local

La metodologia descrita hasta ahora se puede generalizar en varios sentidos; en
primer lugar, la forma del entorno no tiene porqué ser simétrica; es decir, al hacer la
estimacion en x;o se podrian elegir los y; correspondientes a los puntos mas proxi-
mos, sin considerar cuantos quedan a la izquierda o a la derecha de xyp, dicho de otro
modo, sin considerar que el entorno sea simétrico. En segundo lugar, los valores de
y; se pueden combinar de manera distinta a como se ha hecho hasta ahora, es decir,
calculando su media ponderada o no; en este sentido es frecuente el uso de la lla-
mada regresidn minimo-cuadrdtica local que, a pesar de su nombre, estd basada en
una idea bastante simple: se trata de calcular la recta de regresién a partir de las pare-
jas de valores del entorno de x; y calcular el valor y# correspondiente a x; median-
te la ecuacion

a

v =Bo+Bix

donde By v P, son fos cocficientes de la recta estimada para el entorno mediante mini-
mos cuadrados, Consideremos la estimacién correspondiente al valor xjy; para ello
calculamos la recta de regresion, correspondiente a los 9 puntos de la nube de su entor-
no, cuyos pardmetros estimados son, como puede comprobar el lector, Bo=10,87 y
Ef‘); =0,8663, por lo que el valor alisado en x,,=10,107 sera 10,87+0,8663(10,107) = 19,63
La Figura 3.10 ilustra lo que se acaba de exponer
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Figura 3.10. Valor alisado correspondiente a x,, segin la regresion focal

Aunque a primera vista este método parezca muy distinto al anterior, en realidad
es bastante similar en su filosoffa pues, al fin y al cabo, en regresién lo que se esti-
ma es una media y en regresion lineal a cada observacién se le asigna la misma impor-
tancia. Cleveland (1979) con su procedimiento LOWESS (LOcally WEighted Scatterplor
Smoothing) generaliza esta situacion considerando regresién lineal ponderada, asig-
nando los pesos mediante la funcién tricubo antes mencionada y describe también un
proceso iterativo para dar mayor robustez al alisado. La Figura 3.11 es el alisado de
la misma nube mediante el método de Cleveland, tomando el 40% de los puntos en
cada ventana y utilizando la funcién tricubo y sin ninguna interaccidn.
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3.6.3. Alisado para una respuesta binaria

Para el caso de una respuesta dicotémica y una predictora discreta o continua X,
Copas (1983) establece como estimacién de la probabilidad de que un individuo, con
valor x; de X, presente la caracteristica, la funcion

i yipiw;)
= —
ﬁ: yr{w;)
j=1
donde
wiw) = €™
y
o X - Xj
WJ h

En definitiva, obsérvese que de lo que se trata ¢s de calcular la estimacién de la
probabilidad en el valor x; de X como una media ponderada de los valores y;, que
ahora son 0 o 1, correspondientes a todos fos valores de X; ya que a la hora de cal-
cular la probabilidad estimada en x;, el peso de la observacién viene dado por la
expresion

2

W(Wj) — 6’#72( h ]

por lo que cuanto mayor sea la distancia entre x; ¥ x;, el peso de la observacidn j serd
menor: es decir, los pesos decrecen exponencialmente con la distancia al valor x; con-
siderado, luego tendrin mds importancia los valores de ¥ correspondientes a los valo-
res préximos a x. La constante A>0 es el pardmetro de alisamiento y de €] también
va a depender el peso de cada valor de X a Ia hora de estimar la probabilidad corres-
pondientes en .x; asi, si /i es pequeiio, w; serd grande y por tanto los pesos yr(w;) serdn
pequefios; de otra forma w; serd pequefio y por tanto los x; alejados de x; tendran mas
influencia en la estimacién de p(x). La eleccién de valores muy pequefios de h lleva
a muy poco alisamiento, es decir, no se simplifica nuestra impresion visual de las
observaciones. En esta situacién se produce poco sesgo a la hora de la estimacion de
p(x;) pero al precio de poca precisién. Copas recomienda elegir varios valores de hy
como valor de partida recomienda tomar 10 veces la distancia media entre los valo-
res de X. Representando mediante una nube de puntos el logit de la probabilidad esti-
mada contra los valores de X se puede obtener una aproximacion a la forma funcional
en que X debe entrar en ¢l modelo.
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Royston (1992) propone otro método para evaluar la asociacion entre 1a probabi-
lidad y una variable continua, basado en sumas acumulativas. Hastie y Tibshirani
(1986) publicaron una articulo sobre los Hamados modelos aditivos generalizados como
extension de los lineales annque manteniendo el caracter aditivo; el componente sis-
temdatico de tales modelos es de la forma

ot fi(xg) + fla) + e+ ()

donde las m funciones f;(x;) son desconocidas y estimadas mediante alisamiento. Her-
man (1990) utiliza esta metodologia para evaluar factores prondsticos de muerte neo-
natal,

3.6.4. Regresion por splines

Las distintas variantes de alisamiento vistas hasta ahora son ténicas de regresién
no paramétrica pues la estimacion de la variable respuesta no viene a través de la esti-
macion de pardmetros; el resultado de la estimacidn es una representacién gréifica. A
continuacion vamos a ver otra forma de alisamiento mediante regresion paramétrica,
la denominada regresién por splines. Antes se dijo que en ocasiones, la falta de no
finealidad de la predictora se puede resolver afiadiendo al modelo alguna alguna trans-
formacidn como una potencia, logaritmo, etc.; por ejemplo, afiadiendo un término al
cuadrado, el modelo logistico quedaria de la forma

logit(p)=Po+B X+5, x>

pero el éxito de esta solucidn es limitado, aunque se consideren potencias de grado
superior; dicho de otra forma, un polinomio de grado superior es mds flexible que una
recta, pero no lo suficiente, y se conocen relaciones entre variables que no pueden ser
descritas mediante polinomios; por ejemplo, la relacion enire dos variables tal que a
partir de un cierto valor de la predictora Ia respuesta permanece pricticamente cons-
tante, se alcanza un platequ, no se puede describir mediante un polinomio. Sin embar-
g0, y aunque parezca contradictorio con lo que se acaba de decir, para cualquier forma
de relacion entre variables hay solucién en base a un tipo especial de polinomios, los
denominados splines.

El problema de los polinomios es que, aunque en ciertos rangos de valores de la
predictora puedan representar bien a la relacién entre las variables, en otros rangos
de valores las cosas no son asf; una solucién por tanto podria venir del ajuste de dis-
tintos polinomios en distintos rangos de valores de la prediciora. Bl spline mds sim-
ple es ¢l llamado lineal o de grado 1, cuya representacién grifica es un polinomio de
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ese grado, es decir, un a recta, para cada rango de valores; un spline lineal se repre-
senta de 1a forma

BorBiX+B2(X-a) . +B3(X-b), +Bu(X-¢).

donde los valores a < b < ¢, llamados puntos de unién, son los que permiten definir
los, en este caso, cuatro rangos de valores de la predictora; el simbolo (X-a), vale
cero para todos los valores de X menores o iguales que a, y para valores mayores vale
(X-a); concretamente este es un spline lineal con tres puntos de unidn a, b y c.

Este spline permite modelar la relacién de forma distinta en cada uno de los cua-
tro intervalos que definen los tres puntos de unién a, b y ¢. En efecto, segiin este spli-
ne, para el rango de valores de la predictora que sean inferiores al punto de union a,
los componentes (X-a),, (X-6), y (X-c), son cero, por lo que, para este intervalo, el
spline se reduce a Po+BiX, es decir, una recta de pendiente [3;. Para el rango de valo-
res entre @ v b, los componentes (X-b),, (X-¢), se anulan y (X-a),={X-a), por lo que
el spline es de la forma

Bo+ BiX+PalX-a), = Bo-foy + (B1+B2X

es decir, para este segundo intervalo también es una recta, pero distinta a la anterior
pues esta tiene pendiente, B;+P,, potencialmente diferente; el lector puede comprobar
que para los otros dos intervalos las pendientes de las rectas asociadas son Bi+PB>+Bs
y B1+Bo+Bs+Bs. En definitiva, para cada intervalo definido hay una recta potencial-
mente distinta, en funcion de que se anule alguno o algunos de los pardmetros fia, B
0 B4 En caso de un tamafio de muestra grande, es decir, si disponemos de muchos
valores de la predictora, podriamos hacer un andlisis mds fino considerando mds inter-
valos, por ejemplo 10, mediante la definicién de 9 puntos de unién. Por tanto, un spli-
ne lineal no es més que un conjunto de rectas, polinomios de grado 1; por esta razon
tarabien se les conoce con el nombre de polinomios a trozos (piecewise polynomials).

Esta situacién se puede generalizar permitiendo flexibilizar las refaciones dentro

de cada intervalo mediante polinomios de grado superior a 1. Los mds utilizados son
los splines de grado 3 que son de la forma

Bo+ B+ BaX2+ BaX3 4+ Pra(X - 1) 34 Bos(X - o) 3+ .+ PialX - 1)
siendo f; < £ < ... < & los puntos de union elegidos.

Para evitar algunos problemas de estimacion que se suelen presentar en las colas
de la distribucidn, es decir, cuando X < & o X > £, Stone (1985) propuso que estas
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funciones sean lineales en las colas. Eso conlieva una simplificacién en la expresion
del spline, que para ¢l caso cibico toma la forma

2
BotPrX+2 BiniZs
i=l
donde las k-2 funciones Z; son definidas como sigue

Zi= (X000 - (X)) (- )/ - 1) + (X - 10,7 G- 10 (- 1)

Ya que el spline cuibico es lineal en los pardmetros, se pueden utilizar los paque-
tes estandars para su estimacion mediante el método de los minimos cuadrados, sin
mas que definir esas k-2 funciones Z,. Para evalvar la no linealidad de una determi-
nada predictora en el modelo logistico, no tendremos mds que comparar la lejania del
modelo

k2
logit{p) = Bo+[ X+ Z;,E‘a Z;

con la de este otro
logit(p) = Bo+PB1X

pues la diferencia entre esas dos lejanfas se distribuye segtn una %2 con -2 grados
de libertad, la diferencia del mimero de pardmetros entre los dos modelos. La repre-
sentacion grafica del spline estimado contra X nos puede dar una pista, en caso de no
linealidad, sobre la transformacién a la que someter a la predictora.

Como ventajas del alisamiento mediante splines estd el hecho de ser lo suficien-
temente flexible y, por otra parte, pueden utilizarse con los programas estandar; por
otra parte, es posible evaluar la linealidad mediante contrastes de hip6tesis.

Un inconveniente de csta metodologfa es la necesidad de establecer a priori los
puntos de unidn, por lo que hay que responder a la pregunta: jcudntos y cudles ele-
gir? No hay respuestas claras a estas dos preguntas y aunque la mayorfa de los auto-
res recomiendan tomar enire 3 y 5 puntos de unién, por los estudios de simulacién
publicados parece que no tiene demasiada transcendencia la eleccidn. En caso de tomar
5 puntos de unién, se recomiendan tomar los percentiles 3, 23, 50, 75 y 95 de la dis-
tribucion de X. Harrell (1988) presenta ejemplos de esta metodologfa aplicada a regre-
sion logfstica y al andlisis de supervivencia mediante €f modelo de Cox.

Consideremos el problema de la linealidad de LVOL desde lo expuesto sobre 1os
splines, Como el nimero de datos es pequefio, vamos a tomar solo 3 puntos de unién
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que van a ser los percentiles 10, 50 y 90. Esos percentiles son los valores #) = -0,5108
£ =0,09531 y 13 = 0,9933, respectivamente. Recuérdese que para el spline cibico, se
debian definir tantas funciones Z; como puntos de vnidn menos 2; como hemos ele-
gido tres puntos de unidn, tan solo tenemos que definir una variable, la Z;. Segin la
expresion que antes se did, para ¢l caso que nos ocupa el modelo a ajustar seria

logit(p) = Bo+P1X+P2Zy
donde
Zy = (LVOL - 1))y - (LVOL - 1), (- 131 (t5 - 1) + (LVOL - 13),” (12 - 1)/ (i3 - 1)
que para los puntos de union elegidos serd

Zy = (LVOL - (-0.5108)), - (LVOL - 0,09531),7 (0,9933- (-0,5108))/(0,9933- 0,09531)
+ (LVOL - 0,9933) . (0,09531 - (-0,5108)) / (0,9933 - 0,09531)

Conocidas las estimaciones de B, B; v Ba, el spline cibico resultante se puede
expresar ast

Bo + BLLVOL + Bo(LVOL - (-0,5108)), + Pa(LVOL - 0,09531),° + Bo(LVOL - 0,9933),°
donde
B3 = -B+(0,9933- (-0,5108) /(0,9933 - 0,09531)
B = -B,(0,09531 - (-0,5108) / (0,9933 - 0,09531)
Por tanto, para evaluar a linealidad de LVOL comparariamos 1a lejania del modelo
logit(p) = Po+PiX+BZ,
con la de este otro
logit(p) = B+ X
Si la diferencia en lejanias es mayor que el valor tedrico para ana 2 con 1 grado
de libertad, la diferencia de pardmetros estimados en cada modelo, nos informaria de
la no linealidad de la predictora; en caso de similares lejanias los dos modelos serian
indistinguibles, por lo que elegiriamos el més simple, que establece la linealidad de

la variable. La Fig. 3.12 muestra el ajuste del modelo lineal y el del spline cibico con
los puntos de unién anteriores
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Fig. 3.12. Ajuste lineal y mediante un spline cubico.

La diferencia en lejania entre €l modelo con LVOL y el que contiene a LVOL y a
Zy es de 0,04 que, evidentemente, es no significativa para una %2 con k-2 = 3-2 = 1
grados de libertad, lo que estd de acuerdo con la Fig. 3.12.

Minkin (1989 b) propone un método similar a la regresién por splines; s¢ trata
de una regresion por segmentos que también permite identificar el no cumplimiento
de la hipdtesis de linealidad. El método puede describirse asi: sea X,, la variable de
la que queremos estudiar la forma funcional; como en la regresién por splines, defi-
nimos k puntos de unién vy, v, ..., v v, a partir de elios, consideremos las k+1 varia-
bles siguientes

Z:,- = 0 si Xm < Vi
=Xy - Vi 1 v s X<y
= Vi - Vi L X > v

para j=2, 3, .., k. Para j=1
Zl = Xm Sl Xm < Vi
¥, por ultimo, para j=k+1

Zkﬂ = Xm Vi si Xm > Vi
=0 Sk Xm = Vi
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Con estas variables definidas, la diferencia entre la lejania del modelo

) krl
logit(ip) = Po + ZBfo + ;"/jzj
= =

y 1a del modelo

i
logit(p) = fio + ZB;X[
,':

se distribuye segtin una %2 con k grados de libertad, bajo la hipétesis de que todos los
segmentos tengan igual pendiente.

3.7. Eleccidn de la forma funcional de las predictoras.
Métodos basados en los residuales

3.7.1. Nube de puntos para una variable afadida

Como muchos métodos diagndsticos en regresion logistica, la nube de punios de
una variable afiadida, (the added variable plot), es una adaptacién del existente para
el caso de la regresién lineal. El objetivo del método es la evaluacion de la necesidad
de, dado un modelo logistico ajustado con predictoras X, Xa, ... Xy, introducir nue-
vas variables y, como caso particular, transformaciones de las variables ya incluidas
en el modelo ajustado.

Supongamos que Z representa una nueva variable o una transformacion: potencia,
logaritmo, etc., de una variable presente en el modelo ajustado y z; los valores de tal
variable en los distintos individuos. Los residuales

{2 - ZI}.\I;I;!“

se denominan z-residuales o residuales de la variable afiadida, siendo Z; los valores
predichos mediante la regresién lineal, por minimos cuadrados ponderados, enire Z'y
las variables X, X5, ... X, incluidas en el modelo ajustado, w;=n,p;(1-p;) son los pesos
con los que se pondera la regresion minimo-cuadrdtica y p; son las probabilidades,
segiin el modelo logistico que no contiene a Z, asoctadas a los distintos individuos.
La nube de puntos entre los residuales de Pearson definidos en ¢l apartado 3.4 y los
z-residuales es un método grifico para evaluar la pertinencia de la inclusion de la
variable Z en el modelo va que esta representacion grafica es un reflejo, como demos-
tré Wang(1985), de la relacién entre el logit(p) y la variable Z. Asi, si no hay ningu-
na tendencia en esta nube de puntos es una indicacién de gue la variable Z no aporta
nada nuevo al ajuste, mientras que una tendencia lineal en tal nube de puntos habla
de la necesidad de incluir la variable Z en el modelo ajustado previamente.
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Supongamos ajustado el modelo logistico que contiene como predictora a la varia-
ble LTAS y estudiemos la pertinencia de incluir en tal modelo a la variable LVOL; una
vez ajustado el modelo gue contiene solo a LTAS como predictora, cualquier programa
proporciona las probabilidades ajustadas, por o que podremos calcular los pesos w,.

En este caso particular, la variable LVOL juega el papel de la variable Z por lo que
deberemos estimar los valores predichos para LVOL mediante la regresion por mini-
mos cuadrados ponderados tomando como predictora a L.TAS, la variable incluida en
el modelo logistico, lo que se puede conseguir con cualquier programa estandar. Por
tanto, pedemos tener toda la informacion necesaria para calcular los LVOL-residuales;
enfrentando éstos con los de Pearson del modelo ajustado sélo con LTAS obtenemos
la nube de puntos de la Fig. 3.13, donde Ja linea continua representa el alisamiento de
tal nube. De esta representacion grdfica se deducen claros indicios de Hnealidad, lo que
hace pensar en la necesidad de introducir LVOL en el modelo que incluye a LTAS.

wr

Residuales de Pearson
0.0

34 -0.2 0.0 0.2 0.4

LVOL residuales

Figura 3.13. Alisado de la nube de puntos para la variable anadida LVOL.

3.7.2. Nube de puntos para una variable construida

Box (1962) establecid un méiodo general como ayuda a la seleceién de la trans-
formacién de las variables predictoras para el modelo lineal, que fue adaptado por
Wang (1987) para los modelos lineales generalizados.

Sea X una predictora; se trata se evaluar si la transformacion
X}\, ""1. .

X{?\-)m ?\V
logX, A=0

, A#EQ
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produce un mejor ajuste del modelo, donde para el caso A=0 la fransformacidn es la
logaritmica. Para ver si este pardmetro A es distinto de la unidad, se define la que
denominaremos variable construida Z de a siguiente forma Z =pXlogX donde p es
el coeficiente estimado para la variable X del modelo logistico ajustado. El método
diagndstico, denominado nube de puntos para la variable construida {constructed
variable plot), no es mis que una nube de puntos para la variable afiadida Z: de mane-
ra similar al procedimiento anterior, las cantidades

(zi - ﬁ)@

se conocen con el nombre de residuales de la variable construida. La nube de pun-
tos que resulta de enfrentar los residuales de Pearson con los z-residuales de la varia-
ble construida nos permite evaluar la transformacién a elegir, pues el citado autor
demuestra gue la pendiente de la nube de puntos es una estimacion de A-1; asi, si la
pendiente de la nube de puntos es cero, la variable X no necesitard ser transformada.

Consideremnos el modelo logistico que contiene como predictoras a las variables
LTAS y VOL v estudiemos la pertinencia de transformar la variable VOL haciendo uso
de este método diagndstico; el coeficiente de la variable VOL en ese modelo es 4,504
por lo que la variable construida serd

Z = 4,504(VOLYLVOL)

La Figura 3.14 presenta la nube de puntos para la variable consiruida que se acaba
de definir, en donde no se ohserva pinguna tendencia, es decir, la pendiente es apro-
ximadamente cero, por lo que

A-1=0

por tanto no es necesario transformar la variable VOL.

Residuales de Pearson

- E .
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
Lorgsiduales

Figura 3.14. Nube de puntos para la variable construida.
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3.7.3. Nube de puntos de los residuales parciales

Landwehr (1984) propone ¢l método denominado nube de puntos de los rvesidua-
les parciales (partial residuals plots), que permite evaluar la forma funcional dptima,
en el sentido de mayor bondad de ajuste, en que una predictora debe entrar en el com-
ponente sistemdtico del modelo logistico. El método de Landwehr puede describirse
brevemente asi: sea Z la variable de la que se quiere estudiar la forma funcional; estos
autores establecen el modelo

logit{p) = Bo + BiXy + ... + BX, + 8f(Z)

donde f{Z) es precisamente la funcién desconocida de la variable Z que se trata de
conocer. Para ello proponen proceder de la siguiente manera; en primer lugar, se ajus-
ta el modelo

logit(p) = By + BiX1 + ..+ B,X, + 8Z

que da Iugar a unas estimaciones de 8, [3; y p;, donde p; es la probabilidad corres-
pondiente al individuo i; a partir de estas estimaciones se pueden calcular los deno-
minados residuales parciales

R [y
pi (1 - p3)

Estos autores demuestran que mediante un procedimiento de alisado de la nube
de puntos resultante de representar en el eje de ordenadas los valores 7 y z; en el
de abcisas, se obtiene una estimacion de la forma funcional de f{Z) desconocida; si
esta relacion es lineal es indicativa de la no necesidad de transformacion alguna. Pare-
ce pertinente, una vez elegida f{Z), realizar el correspondiente test para determinar si

es interesanie o no el avmento de la complejidad del modelo.

Con ¢l modelo ajustado se ha establecido la dependencia lineal entre logit(p) v las
predictoras LTAS y LVOL; esta suposicion no tiene porqué cumplirse por lo que es
necesario comprobar las posible no linealidad; para ello utilizaremos el grifico de los
residuales parciales con su alisamiento correspondiente. Si el interés es la linealidad
de I.VOL, ajustando el modelo con las dos variables obtenemos un valor 8 =5,179, no
tenemos mds que sustituir en la expresién para obtener los residuales parciales.

La Figura 3.15 muestra los residuales parciales y su alisamiento. Como se ve, la
refacion entre los residuales parciales y LVOL es lineal; asi, parece que no es necesa-
rio introducir en el modelo ninguna transformacion de Ia variable LVOL. La recta de
minimos cuadrados de esa nube de puntos, la recta rayada, tiene como pendiente pre-
cisamente el coeliciente, 5,179, de la variable L.VOL.
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Residuates parciales
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Figura 3.75. Alisado de los residuales parciales para la variable LVOL.

Fowlkes (1987) da una version "alisada" de estos residuales parciales, definidos
mediante la siguiente expresion

As - H.
. iﬁimmpj + SZi
Pl - p)
donde p; es el valor alisado multivariante de las observaciones de fa variable resulta-
do y z son los valores de la variable Z, respectivamente, en el individuo i.

3.8. Importancia de las distintas observaciones

Hasta ahora se han expuesto algunos de los estadisticos que dan idea de la bon-
dad del ajuste del modelo, aunque estos presentan el inconveniente de dar una idea
olobal del ajuste; sin embargo, cs deseable disponer de téenicas que puedan detectar
"observaciones especiales” que no sigan el patrén general de los datos. En regresion
tineal existen una gran variedad de procedimientos diagndsticos definidos con la fina-
lidad de poner en evidencia diferentes aspectos relativos al modelo ajustado; las mono-
graffas de Cook and Weisberg (1982) y de Atkinson (1985) son dos referencias excelentes
en este tema. Aunque ¢l estudio de estas cuestiones viene de lejos en el caso de la
regresion lineal, para el modelo de regresién logistica es Pregibon (1981) quien esta-
blece las bases de tales procedimientos diagnosticos.
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3.8.1. Cambios en la fejania y el estadistico y2

Un problema importante en la seleccion del modelo es el hecho de que unas pocas
observaciones pueden tener una influencia exagerada en el ajuste del modelo; la con-
sideracion o no de un individuo en el andlisis puede afectar notablemente a la esti-
macion de alguno o algunos coeficientes del modele, o bien, es posible que un individuo
o categorfa de individuos determine si una predictora estd o no asociada a la variable
restltado. Cuando se dispone deuna sola predictora, las representaciones graficas son
herramientas muy utiles para tratar con este problema pero cuando, como en la mayo-
ria de las ocasiones, se dispone de varias predictoras, las cosas se complican.

Un primer aspecto interesante es el examen de la repercusidn que puedan tener
pequefias perturbaciones en los datos observados sobre los estadisticos que miden la
bondad del ajuste al modelo; una forma comin de efectuar tales perturbaciones con-
siste en la omisién de una observacion; es decir, de lo que se trata es de medir Ia alte-
racion que produce la ausencia de cada observacion aislada sobre los diversos estadisticos
del modelo ajustado. Para ello notemos por D la lejanfa del modelo ajustado con todas
las observaciones y por IJ; la lejanfa calculada para el mismo modelo pero sin consi-
derar fa observacion i; por tanto, la repercusion de la omisidén de esta observacion
sobre la lejania serd

ADi = D-bm

El cédlculo de este estadistico puede ser tedioso cuando el nitmero de individuos
sea grande, pues tendriamos que ajustar n+1 modelos, por lo que Pregibon (1981) pro-
puso la siguiente aproximacion

?’zz h;

AD; =df + —Lll
(1 - hy)

donde r; v d; son los residuales de Pearson y de la lejania correspondientes al modelo
ajustado con todas las observaciones, definidos en el apartado 3.4; obsérvese cémo se
puede conseguir el cambio aproximado en lejania con sdlo ajustar el modelo que con-
tiene a todas las observaciones. Sustituyendo d; por r; se obtiene esta otra expresion

d?
T

que sigue, aproximadamente, una distribucién y2 con un grado de libertad, por lo que
su raiz cuadrada, denominada residual de la lejania estandarizado,
dp =
i
1-h
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sigue una normal estandarizada. Los valores k; que aparecen en estas expresiones son
los denominados leverage, los componentes de la diagonal principal de la matriz som-
brero {(hat}; este nombre proviene del hecho de que tal matriz H, en regresion lineal,
tiene la propiedad de que

y=Hy

es decir, multiplicando tal matriz por los valores de la predictora se consiguen las esti-
maciones de la respuesta, segiin el modelo ajustado.

En regresion lineal los valores k; son nimeros comprendidos entre 0 y 1 v gozan
de la propiedad de que valores grandes de /; indican que los individuos correspon-
dientes son extremos en el espacio de disefio, lo que significa que los valores de las
predictoras no son valores "estandar”; dicho de otro modo, un leverage grande indi-
ca que el individuo correspondiente se aleja del "valor medio” en términos de las pre-
dictoras. Valores de &, superiores a la cantidad 2(m+1)/n se consideran como indicadores
de que la observacién correspondiente es potencialmente influyente.

En regresion logistica no necesariamenie todo valor alto de h; implica valor extre-
mo en el espacio de las predictoras, ni la matriz sombrero cumple exactamente la pro-
piedad antes comentada; Hosmer and Lemeshow {1989) discuten el significado del
leverage en regresion logistica.

Un estudio similar al hecho con la lejania se puede realizar con el otro estadisti-
co de bondad de ajuste, la ¥2; sin embargo, mientras la eliminacion de una observa-
cion hace siempre disminuir el valor de Ia lejania, es posible que el valor de la 2
aumente, aungue realmente solo en ocasiones excepcionales. De manera andloga a lo
antes visto para la lejania, el cambio producido en la %2 por el hecho de no conside-
rar la observacion { es

AX;'Z x - X(?)

0 su aproximacion

2
Fi

1“}11'

Axf =

La raiz de este estadistico es el residual de Pearson estandarizado que toma la forma

¢ i

i _
P = e

V1 - &,

también conocido como residual ajustade.
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En la Fig. 3.16 aparecen los valores del leverage para todos los individuos, sien-
do 0.163, 0.168 y 0.246 los correspondientes a las observaciones 13, 29 y 31, res-
pectivamente.

0.15 0.20 GgS
s i

leverage

010

[
2

0.0

0 10 20 30 40

Ohservacion

Figura 3.16. Valores h; para los distintos individuos.

La observacion 31, la que tiene mayor leverage, no tiene como valores de las pre-
dictoras que estén fuera del patrén general; antes se apuntd esta posibilidad en regre-
sion logistica.

Las Figuras 3.17 y 3.18 muestran los cambios en lejania y chi-cuadrado, junto con
SUS aproximaciones.
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Figura 3.17. Cambio exacto y aproximado (*) en la lajania al suprimir cada ohservacion.
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Figura 3.18. Cambio exacto y aproximado (*} en la chi-cuadrado al suprimir cada observacion.

De 1a Figura 3.17 se puede deducir como, a excepcion de los puntos 4 y I8, hay
bastante acuerdo entre el cambio en la lejania vy la aproximacidén a €él. Sin embargo,
como muestra la Figura 3,18, la aproximacion al cambio en la ¥? no es tan buena y
ademds, el omitir algunos puntos a la hora de ajustar el modelo puede producir un
anmento en la %2, de ahi la presencia de algunos valores negativos la representacion
grifica.

3.8.2. Cambios en la estimacicnes de los parametros

Aparte de la repercusion que pueda tener la omisién de uno o mds individuos sobre
la lejanfa y la %2, esid el estudio de los cambios producidos en las estimaciones de los
coeficientes del modelo. Como en el caso de la regresion lineal, no todas las obser-
vaciones tienen la misma importancia a la hora de estimar los pardmetros del modelo
de regresion logistica; hay observaciones que dependiendo de que se tengan o no en
cuenta, las estimaciones de los pardmetros del modelo pueden variar sensiblemente;
esos son los denominados punfos influyentes. Pregibon (1981) propuso el estadistico

a ?"1'2 h;
Cpow e
(- hy

como medida del cambio que experimenta el conjunto de las estimaciones de los coe-
ficientes del modelo por la omisién de la observacion i; esta medida es la andloga a
la distancia de Cook utilizada en regresion lineal; asi, valores grandes de este esta-
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distico corresponden a los posibles puntos influyentes; el valor del estadistico ¢ es
directamente proporcional tanto a los residuales de Pearson como a los leverage; asi,
una observacién con un valor alto de leverage serd necesariamente un punio influ-
yente, a menos que su correpondiente residual de Pearson sea muy pequefio.

Por tanto, conocidos los leverage y los residuales de Pearson, se puede conseguir
la distancia de Cook cuyos valores aparecen representados en la Figura 3.19.

G 1.2

0.8

Distancia de Cook
06

0.4
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o 10 20 30 a0
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Figura 3.19. Distancia de Cock para cada observacion.

Como se puede observar, los puntos 4 v 18 son los que tienen mayor distancia de
Cook por lo que esos pueden ser puntos influyentes. Es importante resaltar el hecho
de que la distancia de Cook depende tanto del leverage como del residual de Pearson;
la Tabla 3.7 pone de manifiesto como aungue las observaciones 13, 29 y 31 eran las
que tenfan mayor leverage, sus influencias son, aproximadamente, seis veces meno-
res que las de las observaciones 4 y 18,

Tabla 3.7. influencia del leverage v el residual de Pearson en ia distancia de Cook.

Observacion r? b 2
e T
18 8,435 0,095 (0,983
3Tl Te01
29 0,807

R e
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Para ver la repercusion real de estas dos observaciones en la estimaciones de los
pardmetros del modelo, también lo hemos ajustado sin ellas. En la Tabla 3.8 apare-
cen los resultados de tales ajustes junto con los del modelo sin la observacion 5 cuya
distancia de Cook es pequefa; es evidente la influencia de las observaciones 4 y 18
en el modelo ajustado.

Tabla 3.8. Coeficientes del modelo segun la presencia o ausencia de las observaciones 4, 18 y 5.

Diferencias con el

LTAS OL
modelo completo

“Modelo completo -

? ;
| 2,893 | l 3,289

Sin la observacién 4

280

492
4315 | 5,080 ‘ +0,247

.'0.99 :

Sin Iz observacion 5 ‘ +

La distancia de Cook que se acaba de discutir es una medida de la repercusion
sobre las estimaciones de todos los pardmetros del modelo. Realmente, la influencia
como hasta ahora se ha definido es un concepto muy amphio, pues los cambios en las
estimaciones de los m+1 pardmetros del modelo pueden ocurrir de muchas formas;
por ejermplo, una observacién puede ser muy influyente para la estimacién de unos
pocos pardmetros v nada influyentes para el resto, o bien, afectar moderadamente a
todas las estimaciones. Ademds, hay ocasiones en que el interés estd en el cambio
producido en la estimacién de un solo pardmetro; como ya se dijo en el Capitulo I,
en muchos estudios epidemioldgicos una de las variables, ¢l posible factor de riesgo,
juega un papel diferente al resto de las variables debido a que éstas estin presentes
en el modelo con el dnimo exclusivo de controlar la posible confusion; el objetivo
estd en medir, lo mds exactamente posible, la estimacién del pardmetro correspon-
diente al factor de riesgo; por tanto, en situaciones como é&sta interesard medir la
influencia de cada observacién en la estimacion de este pardmetro y no en el conjun-
to de todas las estimaciones. Para evitar, como en casos anleriores, el hecho de tener
que ajustar 7+1 modelos, se ha propuesto una aproximacién al cambio estandarizado
dada por la expresién

Vi X Gi-yi)
e.e. (B (1-hy)

donde V; es la j-ésima fila de la matriz de varianzas-covarianzas del modelo que con-
tiene a todas las observaciones ¥ x; la matriz columna de los valores las predictoras
correspondientes a la observacidn i; el indice j varfa ahora entre 1 y m+1, corres-
pondiendo el valor 1 al término independiente, el valor 2 a la variable que aparece en
primer lugar en el modelo, ¢te.

A';{gj':
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Consideremos ahora que el pardmetro de interés es solo el correspondiente a la
variable LTAS y que la presencia de LVOL es con el dmimo exclusivo de controlar el
posible efecto confusor entre LTAS vy la respuesta RESP; veamos como calcular una
aproximacidn al cambio de la estimacién del coeficiente de LTAS debido a l1a ausen-
cia de 1a observacién 12. Para ello una vez ajustado el modelo en el gue aparece LTAS
como primera variable y que contiene a todas las observaciones, podemos obtener la
matriz de varianzas-covarianzas de las estimaciones de los pardmetros de ese mode-
lo, cuya segunda fila, 1a correspondiente a LTAS, tiene de componentes (-2,261, 3,374,
2,753); los valores de las predictoras para Ia observacién 12 son 1,0116 y -0,59784,
la respuesta es 0 y el valor predicho para ella por el modelo es 0.20469; por dltimo,
el error estdndar del estimador del coeficiente de LTAS es 1,837, la raiz de su varian-
za 3,374, y su leverage es 0,1481. Por tanto, una aproximacidn al cambio por la ausen-
cia de la observacidon 12 serd

1
(-2,261 3,374 2,753) 10116 (0 - 0,20469)
-0,59784

1,837 (1 - 0,1481)

= 0,065

La estimacion del pardmetro de LTAS tras eliminar la observacién 12 es 4,458 por
fo que

(4,562 - 4,458)
e = (3,057
1,837

es el cambio estandarizado exacto, parecido al aproximado antes calculado; en la
Figura 3.20 se puede observar que los puntos mds influyentes sobre este coeficiente
vuelven a serel 4 v el 18.

0.4 -0.2 0.0 0.2

Cambio en la estimacion

-0.6

0 0 20 30 40

Ohservacion

Figura 3.20. Cambio estandarizado del coeficiente de LTAS eliminando cada observacion.
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Hasta ahora la influencia de una observacién se ha contemplado como su reper-
cusion sobre la estimacidn de los pardmetros del modelo; sin embargo, esta no es la
tinica faceta de interés de un modelo ajustado. Ast, Johnson (1985) propone medidas
para detectar la influencia de las observaciones en relacidn a las probabilidades esti-
madas vy a la clasificacién de futuros individuos.

3.9. Observaciones extremas

Aparte de la posible influencia que pueden ejercer algunas observaciones en la
estinmacién del modelo, hay observaciones que no se ajustan bien al patrén general de
los datos; son las lamadas observaciones extremas (ouiliers); ya que los residuales
dan idea del ajuste de cada observacion al modelo propuesto, aquellas que tengan resi-
duales "grandes” serdn observaciones exlremas. Para tal fin se suelen utilizar las nubes
de puntos de los residuales ajustados, bien de Pearson bien de la lejania, que se defi-
nieron en el apartado 3.8.1. La Figura 3.21 muestra los residuales de la lejania estan-
darizados, donde se puede observar la magnitud de los correspondientes a las
observaciones 4 y 18.

Residual de ia lejania estandarizado

0 10 20 30 40

Cbsgrvacion

Figura 3.21. Residuales de fa Jejania estandarizados.

Otra manera de evaluar la caracteristica de extrema para la observacidn I s cons-
truir el modelo de esta forma

logit(p) = Py + B X, + ... +B,X, + 62

donde Z es una variable indicador que toma el valor cero para todas las observacio-
nes salvo para el individuo i que toma el valor 1; de esta manera contrastando la hipo-
tesis 8=0, s¢ puede comprobar si la observacidn i sigue el patron general o no.
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Consideremos la observacion /=4 por o que Z=1 para ese individuo y cero para los
restantes; si ajustamos el modelo que contiene como predictoras LYAS, LVOL y Z da
lugar a una lejania de 22,426 con un cambio, respecto al modelo que contiene a LTAS
y LVOL, de 6,80 para | grado de libertad. De la misma forma, para la observacion 18
el cambio producido en la lejania es 5,64, también con un grado de libertad.

Antes de decidir declararlas o no como observaciones raras conviene discutir algu-
nas cuestiones previas. En primer lugar, no todo residual grande corresponde necesa-
riamente a una observacion de este tipo; téngase en cuenta que estamos tratando con
una distribucién de probabilidad y valores raros, aunque infrecuentes, se pueden dar.
En segundo lugar, hay que distinguir si se ha hecho o no alguna hipétesis previa sobre
fa posible rareza de una determinada observacidn. Asi, si antes del andlisis, por el
conocimiento del problema tratado, se establece tal hipdtesis, el test para decidir si
declararla como rara estd, aproximadamente, basado en la distribucidén normal. Por
otra parte, si como es lo mas frecuente, sospechamos de alguna observacién una vez
vistos los residuales, hay que tomar alguna precaucion; el procedimiento de Bonfe-
rroni establece un error o/n.

¢ Qué hacer una vez detectada una observacidn como extrema? Si s ausencia no
afecta a cuestiones de interés, no habrd problema en dejarla en el conjunto de datos.
Si acaso la observacion es influyente o mds sensato puede ser la presentacién de los
resultados derivados de los modelos con y sin tal o tales observaciones. De todas for-
mas, la discusion de estos extremos en un problema concretova més alld de la esta-
distica y se hace necesaria la colaboracidn del investigador del problema tratado.

3.10 Colinealidad

Un problema que se puede presentar al utilizar la regresion logistica es, como en
otros modelos de regresion, que dos o mds predictoras estén tan interrrelacionadas
entre s{ que sea dificil separar sus efectos sobre la variable resultado. Este fenémerno,
conocide como colinealidad se define como la existencia de una dependencia lineal
entre algunas de las predictoras del modelo y tiene como consecuencia la imprecisién
en la estimacion de los coeficientes del modelo. Aunque casi siempre existen algiin
grado de colinealidad enire las predictoras, es cuando ésta es grande cuando se puede
presentar el problema.

A modo de gjemplo, consideremos el modelo ajustado de Ia Tabla 3.3 y supon-
gamos que tenemos otra predictora X muy correlacionada con LVOL y LTAS; tal varia-
ble X se puede conseguir aftadiendo a la suma LVOL+LTAS una pequefia perturbacion
mediante una variable que siga una distribucién normal de media cero y desviacién
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tipica 0,05; pues bien, ajustando el modelo que contiene a LVOL, LTAS y a X, se
obtienen los resultados de la Tabla 3.9,

Tabla 3.9. Estimaciones y errores estandar de los coeficientes de las variables [TAS y [VOL
en presencia de colinealidad con X.

VARIABLE ESTIMACION E.E.
CComstante L2710 o4 3560
TAS 2,735 10,564
X 7042 10,170

Ahf se puede apreciar el gran cambio producido en las estimaciones y errores
estandar, en refacion a 1a Tabla 3.3, por el hecho de introducir en el modelo una varia-
ble que da lugar a un alto grado de colinealidad. Definida y vistas sus consecuencias,
una primera cuestion a resolver es la deteccién de la posible colinealidad. Una estra-
tegia empleada frecuentemente, pero no por ello menos errénea, es calcular el coefi-
ciente de correlacion, de Pearson o de Spearman, entre todas las parejas de predictoras;
evidentemente, asi no se puede detectar correlaciones entre mds de dos variables. El
uso del coeficienie de determinacién, R?, resuelve parcialmente este problema; dada
la predictora X, su coeficiente de terminacién correspondiente R mide el parte de
variabilidad de X que puede ser explicada por el resto de las predictoras; como con-
secuencia de esta definicidn, 0 SRS 1, asi que valores del coeficiente de determina-
cién préximos a la unidad indicardn existencia de colinealidad; sin embargo, Belsley
(1980) demuestran que este coeficiente también puede fallar a 1a hora de detectar algu-
nas colinealidades.

3.11. Sobredispersion

Con este término se nombra la situacidn en que la varianza de la variable res-
puesta ¥ es mayor que la varianza nominal np(1-p); el no tener en cuenta este hecho
puede Hevar a una subestimacién de la variabilidad de los estimadores del modelo, lo
que llevaria a declarar como significativas asociaciones que realmente no lo son.

La presencia de sobredispersion puede deberse tanto a efectos del disefio emple-
ado en el estudio como, en general, a la ausencia de predictores importantes en el
modelo ajustado; una situacién en la que cabe esperar la presencia de este fendmeno
es en los estudios en donde se utiliza el muestreo por conglomerados (clusier). En
efecto, supongamos gue se quiere estimar la prevalencia de una enfermedad en una
poblacién determinada y para ello tomamos una muestra de n individuos; si defini-
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mos para cada individuo de la muestra una variable binaria Y; tal que y;=1 si el indi-
viduo 7 presenta la enfermedad e y;=0 en caso contrario, sabemos que la prevalencia
p de la enfermedad en la poblacién se puede estimar mediante el cociente entre el
nimero de enfermos v el nimero de individuos en la muestra, es decir,

T
Z)”i

f=1
71

p=
y que la varianza de este estimador viene dada por

2 "_p(l—p)
o*(p) = L)

Consideremos ahora que la poblacion consiste en § conglomerados y, por razones
de sencillez en [a exposicién, el tamafio de muestra »’ elegido en cada uno es el mismo,
es decir, #'=n/S. Supongamos que la prevalencia de enfermedad p; en el conglome-
rado j es la misma para todos, es decir, p1=pow=.. . =p,=p; si notamos por y; el valor
correspondiente al individuo i del conglomerado j, la prevalencia de enfermedad en
el conglomerado j viene estimada por el cociente

1
B

i P

con una varianza

2,2~ P {1-p)
wa)“T

en caso de independencia entre las observaciones dentro de los conglomerados.

Sin embargo esta condicién de independencia es mds la excepcion que la regla en
la vida real; piénsese, por ejemplo, en un estudio para estimar prevalencia de una
enfermedad infecciosa y que se realiza un muestreo por familias, los conglomerados.
51 las observaciones dentro de cada estrato no son independientes, y notamos por p;
la correlacion entre las respuestas en el conglomerado j, se puede demostrar que la
varianza dentro de cada estrato es shora

~ 1"' ) »
) = PSP 11 o 1py )
v que la varianza para toda la muestra es

1-;
3 =LUP 4 wnp |
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donde

En definitiva, cuando existe dependencia entre los individuos de los conglomera-
dos, la varianza estd afectada por la cantidad

[1+(n'-1)p]

Si la correlacion entre los valores de la respuesta es positiva, tal cantidad es mayor
que la unidad y por tanto la varianza real es mayor que Ia nominal. Obsérvese como
el efecto de la sobredispersién es tanto mayor cuanto mayor sea el tamaflo muestral
n’ de cada estrato; evidentemente, sélo es posible la presencia de sobredispersién cuan-
do n> 1. Un tratamiento exhaustivo de este problema en regresion logistica puede verse
en Collett (1991).

Conceptualmente, una situacion similar es la de los estudios de seguimiento, en
donde se mide la variable respuesta varias veces a lo largo del tiempo; en este caso,
los sujetos seguidos juegan el papel de los conglomerados y las distintas mediciones
serfan los individuos. Isto ha posibilitado que Ia investigacién epidemiolégica haya
sido un estimulo para el desarrollo de nuevos modelos que puedan incorporar la corre-
lacién intra-conglomerado, Pendergast (1996) y Ashby (1992) son excelentes refe-
rencias.

Como ejemplo de aplicacion de uno de estos métodos, Gange (1996) utiliza la dis-
tribucién beta-binomial para estudiar Ia inadecuacién de la estancia hospitalaria. Para
cada paciente {conglomerado) de la muestra, midieron la inadecuacién de cada dia de
su estancia hospitalaria. El objetivo principal del estudio era estudiar la frecuencia de
inadecuacion entre el afio 1988 y 1990 fechas entre las que hubo una intervencion en
Ia gestion del hospital; pero ya que los autores disponian de varias observaciones para
un misme individuo, también evaliian la correfacién dentro de cada paciente, que infer-
pretan como propagacién de la inadecuacién en los distintos dias de esfancia, propa-
gacion que, haciéndola depender de una variable indicadora, antes o después de la
intervencion, permite evaluar el efecto de la intervencion sobre la propagacion de la
inadecuacion.



CAPITULO IV
REGRESION LOGISTICA POLICOTOMICA Y ORDINAL

En este capitulo vamos a extender la definicion del modelo logistico binario al caso en que
la variable resultado tenga mds de dos categorias; ast trataremos con el modelo logistico poli-
cotdmico. Como quiera que en ocasiones hay un orden entre las categorias de la respuesta,

también estudiaremos modelos que contemplan esta circunstancie.

&1, Introduccion

El modelo de regresién logistica que se ha expuesto hasta ahora es, con mucho,
el método mds utilizado para analizar relaciones entre una variable resultado binaria
y un conjunto de predictoras. Sin embargo, con frecuencia se presenta la situacién de
tener una variable resultado con mds de dos categorias. Dubin y Pasternack (1986)
presentan un estudio de casos y controles sobre cdncer de mama en el que los casos
son de dos tipos: los que denominan cincer minimo (cdncer in situ o invasivo de
menos de 1 cm.) v los que Hlaman cénceres clinicos (los restantes); en esta situacion
la variable respuesta tiene tres categorias: céncer clinico, cdncer minimo y control.
Frank y Kamlet (1989) presentan un ejemplo del campo de la salud mental; en base
a una encuesta de 2800 entrevistas registraron, como variable respuesta, el tipo de
atencién psiquidtrica demandada por los individuos y categorizada asf: 1) no busca
ayuda, 2) la busca de un no profesional de la medicina (familia, amigos, religiosos,
etc.), 3) de un médico general y 4) de un especialista en salud mental. Como predic-
toras consideran caracteristicas del que presta el servicio as{ de como de la salud gene-
ral y mental del individuo posible demandante de atencidn psiquidtrica; el interés estd
en estudiar qué variables predictoras estdn asociadas a la eleccion de la ayuda solici-
tada y como es esa asociacion.

Sin embargo, no todas las variables categdricas son de las misma naturaleza; se
pueden diferenciar dos grupos dependiendo de que entre sus categorias haya o no
algin tipo de orden o jerarguia, distinguiendo asi las respuestas ordinales de las nomi-
nales. Esta distineion no es baladi desde ¢l punto de vista del andlisis estadistico, come
se verd mds adelante.

Para las variables nominales, 1a estrategia de andlisis puede ser parecida a la de la
regresion logistica binaria; en €sta, se toma una de las categorias de la respuesta como
la de referencia y se enfrenta a la ofra. Para una variable nominal con ¢ categerias ele-
giremos una como referencia y la compararemos con las ¢-1 categorias restantes.
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Es mas frecuente el caso del clinico o del epidemidlogo que se encuentra con
variables respuesta medidas en una escala ordinal. A veces estas variables pueden pro-
ceder de 1a categorizacidn, por criterios pricticos, de una variable cuantitativa; por
ejemplo, el indice de masa corporal, aunque es una variable que se mide en escala
continua, kg./m2, en la prictica se suele categorizar y se habla de individuos delga-
dos, normales, obesos y muy obesos. En otras ocasiones, las variables ordinales pro-
ceden de una variable cuantitativa subyacente no cuantificable; caracteristicas de tanto
interés como la salud percibida, la satisfaccidn con la atencidn recibida, el dolor o la
capacidad funcional son de este tipo. Sea cual sea ¢l origen de ia variable ordinal, lo
sustantivo es la gradacién entre las categorfas.

En principio, ante respuestas ordinales se pueden adoptar distintas estrategias de
andlisis, ninguna de ellas exenta de dificultades. Una primera alternativa puede ser no
considerar el caracter ordinal y proceder como en el caso de las variables nominales.
Una segunda solucion puede ser asignar valores numéricos a las categorias y utilizar
el modelo de regresion lineal; podriamos asignar 0 a las categoria de los delgados, 1
a los normales, 2 a los obesos y 3 a los muy obesos; sin embargo, es dificil defender
esta asignacién numérica y no ofra distinta, con ¢l grave inconveniente de gue dis-
tintas asignaciones pueden dar lugar a resultados diferentes. Como tercera alternativa
podriamos dicotomizar la respuesta considerando un grupo constituido por los delga-
dos y los normales y el otro grupo formado por los obesos y muy obesos y utilizar el
modelo de regresion logistica binaria; esta estrategia no es necesariamente incorrecta
pero se recomienda utilizarla con mucha precaucién, Strémberg (1996).

Estas dificultades han llevado en los tltimos afios al desarrolio de distintos mode-
los gque incorporan en su definicidn el caracter ordinal de la respuesta; entre otros, dos
propuestos por McCullagh (1989) que son los més utilizados, quizds por la mayor dis-
ponibilidad de programas informdticos mds o menos estidndar para su estimacion, y
otro mds general, Anderson (1984).

4.2, La distribucién multinomial

En el Apartado 1.3 se vid que la distribucidn de probabilidad asociada a la regre-
sién logistica binaria es la binomial; ello significa que en cada individuo medimos la
variable resultado Y que es dicotdmica con valores ¥=1 si éste presenta la caracteris-
tica de interés e ¥=0 en caso contrario. Si p es la probabilidad de que un individuo
cualquiera presente la caracteristica, es decir, P(Y=1)=p, todo individuo puede perte-
necer a una de los dos categorias de la respuesta con probabilidades p y 1-p. Segin
vimos, elegidos n individuos, la probabitidad de que entre ellos haya exactamente r
que tengan la caracteristica de interés viene dada por la expresion
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Py=n = (J)p"(-p)™”

Vamos a generalizar esta situacién considerando una respuesta con més de dos
categorias. Sea ahora la variable respuesta ¥ con ¢ categorias distintas 1, 2,..., ¢ y con
probabilidades asociadas 1y, T),..., T, respectivamente; si tomamos una muestra alea-
toria de n individuos, la probabilidad de que haya r; de ellos en la categoria 1, ry en
la categoria 2 y asi, hasta r, en la categorfa ¢, viene dada por la funcion

nl P - n! "
1 2 [— T
P T T _——H T,

que es la llamada funcidn de probabilidad multinomial. Ya que las categorias de la
respuesta deben ser exhaustivas y excluyentes, se debe cumplir que la suma de los
individuos en cada categoria debe ser el nimero total de individuos, es decir, 1y + 73
4 .4 r.=ny, por otra parte, Ty + 7y +...+ T, = I; veamos a continuacién un ejem-
plo concreto.

La salud percibida es un indicador de mucho interés para los investigadores sani-
tarios; consideremos una determinada poblacidn de mayores de 65 afios en la que el
25% de elios tienen sensacién de mala salud, el 50% piensa que su salud es regular
y el 20% y 5% creen que su salud es buena y muy buena, respectivamente; es decir,
70,=0,25, 720,53, 1=0,2 y 7,=0,05. Si tomdsemos una muestra aleatoria de 100 vie-
jos de esa poblacion, jcudl serd la probabilidad de que entre los 100 haya 30 viejos
con mala percepcidn de su salud, 47 con salud regular, 17 buena y 6 con muy buena
salud percibida? En este caso n=100, =30, r;=47, =17 y rs=6, por lo que la pro-
babilidad pedida sera, segtn la expresién anterior,

100!

e (), 2530 0,547 (0,217 (056 = 0,0007
301 47! 171 6!

Lo mismo se puede conseguir para cada posible muestra elegida.

En caso de que el nimero de categorias de la respuesta sea ¢=2, tendremos dos
probabilidades 7., ©; tales my+m; = |; es decir, si notamos por p a la probabilidad de
pertenecer a la primera categoria, es decir, p=7,, enfonces R;= l-p; por otra parte,
como ry = n-ry, la funcién de probabilidad anterior se puede escribir as{

”'! Prl (1_p) n-ry
Fil (m-r )

que no es otra cosa que la funcién de probabilidad de la distribucién binomial; as, una
binomial es un caso particular de la multinomial para el caso de solo dos categorfas.
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4.3. Modelos de regresion logistica para variables nominales

El objetivo de este apartado es extender el modelo de regresion logistica binaria
al caso de una respuesta con mds de 2 categorfas. En el modelo binario, si Y=1 repre-
senta el poseer la caracteristica de interés (enfermedad) e ¥=0 indica la categoria de
referencia (control), la probabilidad de presentar la caracteristica venia dada por

e Bo + ByX) + BoXy +...+ Bpxp)

P(¥=1)=
( ) 1+ e(ﬁ;;*B]X] + B+ +BX)

que también escribiamos asi,
l()glﬂp(yxi)] = BO + BIXI + i?)zXz +...+ BPXP

En regresion logistica binaria, se tomé una categoria, la ¥=0, como referencia, y
se definié la ventaja, P(Y=1)/P(Y=0), de la otra categoria de la respuesta, Y=1, respec-
to de ella; en el caso policotémico, como hay ¢ categorfas, tomamdo como referencia
a una de ellas, por ejemplo a la categoria 1, podemos definir ¢-1 ventajas del tipo

P{¥=5)
P(Y=1)

y, por tanto, los ¢-1 logits correspondientes

Generalizando la situacién anterior, sea ¥ una variable respuesta nominal con ¢
categorias con valores Y=1, ¥=2,..., Y=c, y sean X;, X», ... ,X,, un conjunto de m pre-
dictoras. El modelo de regresion logistica policoidmica establece que

P(¥e=s)

logit] P(Y=5)] = log m

i 1803' + BISX} + B25X2 +.oot BmsXm

Obsérvese que esta definicion quiere decir que para cada categoria s distinta de la
de referencia tenemos un conjunto de pardmetros Bo,, Piy,.... B Por tanto, el mode-
lo policotémico realmente contempla un conjunto de c-1 ecuaciones de regresién y
como para cada una de ellas tenemos m+1 pardmetros, en el modelo logistico estan
implicados (c-1)(m+1) pardmetros. La definicidn del modelo policotémico conlleva
por tanto que para cada predictora X; tengamos que estimar c-1 efectos (coeficientes).

Otra manera de formularlo es mediante la expresion

e(ﬁos + B+ B X+ BLEL)

1 + i: e(ﬁﬂ.v + B+ BosXs +or BX)
s}

R, =P(¥Y=s)

para cualquier categoria s distinta de la de referencia, y
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1

1 + i: e(B()s +BX B Xy v+ B X
s=2

"y =P(¥=1)

para ésta.

4.3.1 Interpretacion de los coeficientes

La interpretacion de los coeficientes del modelo de regresién logistica policotd-
mica también guarda paralelismo con el caso binario; consideremos, por ejemplo, la
variable predictora dicotémica X; tal que X; =1 para los expuestos a un cierto factor
de riesgo y X; =0 para los no expuestos. Si A es un individuo expuesto y B uno no
expuesio en relacion a la variable X; pero iguales valores en relacion a las restantes
predictoras, el logit de la probabilidad de que A pertenezca a la categoria s s

Pa(Y=s)

= + P Xy o Bl oL+ BLX

PA(YZJ) 1305 Bl. 1 B Bp 14
y, para el B

Pp(¥=s) :

—— = Py F PrX o B O+ BLX

PB(Y:]) BO ﬁls i H] Bps P

Restando esas dos igualdades se llega a esta expresion

Pa(Y=s)/Py(Y=1) i
= Pis(1-0) = [y
Pyp(Y=5)/Pp(Y=1) Pst1-0) =

en donde tenemos que el logaritmo de la razén de ventajas de estar en la categoria s
respecto a la categoria de referencia, del individuo A expuesto al factor representado
por X; respecto a uno B no expuesto, viene dado precisamente por el coeficiente de
tal variable; es decir,

Y, = € Bis

donde y;; es la razén de ventajas de estar en la categorfa s respecto a la de referen-
cia, entre esos dos individuos que se diferencian en una unidad de la variable X,. Es
cvidente que la notacién se complica algo pues ahora para una misma variable tene-
mos ¢-1 de estas OR, y en el modelo binario tenfamos solo una, pues entonces ¢=2.

Por un argumento similar, si X; es una variable cuantitativa con valores x,, . X3
en esos dos individuos, siendo iguales respecto a las restantes variables, la razén de
ventajas de pertenecer a la categoria s respecto a la de referencia del individuo A res-
pecto del B vendrd dada por la expresion

i = egis(xm'xfﬁ)
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Por tltimo, si A y B difieren en mds de una predictora, la razén de ventajas ven-
dra dada, de manera andloga al modelo binario, por

e ,Zﬂ.u—(-’cm - X;p) - H e By~ xi5)
i

donde la suma y el producto se extienden a todos los subindices correspondientes a
las variables en que difieren A y B; esta expresién pone también en evidencia el carac-
ter multiplicativo de este modelo pues el riesgo respecto a varias variables se consi-
gue multiplicando los riesgos individuales para cada variable, evidentemente, en el
caso en (ue no exista interaccion entre las predictoras.

En regresion logistica binaria un coeficiente ;>0 indicaba un aumento en el logit
con el aumento de la predictora x;, lo que traia consigo un aumento de la probabili-
dad de que la respuesta tomase el valor 1, es decir, el individuo presente la caracte-
ristica de interés. Sin embargo, en regresién policotdmica esto no es asi necesariamente;
en efecto, si B;,>0, un aumento en x; implica un aumento en el logit

P(¥=s)

P(Y=1)

pero ahora esto no conlleva necesariamente el aumento de P(¥=s), pues podria ocu-
Trir que tal probabilidad fuese parecida y lo que ocurriera es que disminuyese P(¥Y=1);
esto no puede ocurrir en el modelo binario pues, al ser solo dos categorfas, si la pro-
babilidad de una disminuye, la de la ofra debe necesariamente aumentar.

El modelo policotémico, ademds de proporcionar los riesgos de cada categoria
respecto a la de referencia, también permite comparar dos categorfas cualesquiera; en
efecto, de manera andloga que para la categoria s, para la categoria ¢

P(¥Y=q)

P(Yzl) = B()q + Binl + BZ([XQ +..o+ quXm

log

Restando esas dos igualdades se obtiene

P(Y=s)

PiY=q) = (Boe-Bog) + Bro-PrdXy +... + B~ Brng) X

por lo que las diferencias B;-B;, se pueden interpretar como el logaritmo de la razén
de ventajas de estar en la categoria s respecto de la ¢ entre un expuesto al factor X y

un no expuesto, es decir,
e Bi.v’ Bi’q

es la OR correspondiente.
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Una ventaja de este modelo sobre los que mds adelante se discutirdn es que es
aplicable tanto a estudios transversales, de cohortes o de casos y controles.

4.3.2 Estimacién de los coeficientes

El método de estimacion de los coeficientes sigue siendo el método de médxima
verosimilitud. Como ya ha quedado dicho, en esta ocasion hay que estimar (c-1)(m+1)
pardmetros B, con s=2, 3, .., ¢, e i=0, 1. ..., m. Sean r; ¢l nimero de individuos con
un patrén de valores de las predictoras

Xiis X245 aenes Xy

Yy sean
iy s By ogenny e

el nimero de ellos que pertenecen a las categorias 1, 2, ..., ¢, respectivamente. Si la
probabilidades asociadas a esas categorias las notamos por ;. la probabilidad de lo
ocurrido es, segtin se dijo antes,

Considerando los & patrones distintos de las predictoras, 1a probabilidad de lo ocu-
rrido serd

IS

I
H l”“"""""""""" Hn!‘fi"'

s=1 - s=1
n‘;sl

que considerada como funcion de los pardmetros B, del modelo es, salvo una cons-
tante, la funcidn de verosimilitud; en concreto, eliminando la parte de esta funcidn que
no depende de los pardmetros a estimar y tomamdo logaritmos obtenemos la funcién

L ¢
ZZ nislog(ﬂfs)

=] g=1

que, considerada como funcién de los pardmetros del modelo, es la funcién de vero-
similitud. Pues bien, como para el caso de la regresién binaria, Ias estimaciones de
los parmetros del modelo son los valores de éstos que hacen méxima tal funcidn;
para este caso, el proceso de estimacidn da lugar a un sistema de ecuaciones no line-
ales con (c-1)(m+1) incognitas, el nlmero de pardmetros a estimar, cuya resolucién
se consigue mediante procedimientos iterativos. El concepto de lejania es andlogo al
caso binario y la estrategia de comparacidon de modelos descrita en el apartado 1,12
es también vigente ahora.
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4.3.3 Ejemplo con una sola predictora

Con el objetive de tijar ideas vamos a tratar con un caso muy sencitlo; los datos
que a continuacion se muestran que provienen de una encuesta realizada en 1986 por
la Escuela Andaluza de Salud Ptblica a la poblacién de viejos, personas de 65 o mads
aios de edad, del distrito sanitario de Guadix (Granada); entre otras muchas pregun-
tas, los entrevistados debfan responder acerca de la precepcién de su propia salud,
variable que se registrd como mala, regular, bucna o muy buena; la distribucién de
la saiud percibida segiin la edad de los viejos aparece en la Tabla 4.1.

Tabla 4.1. Distribucion de fa salud percibida, sequn edad

SP
Mala ‘ Regular | Buena ] Muy buena
EDAD  65-74 82 23 91 |2
> 74 LISV Ry Ly e

La variable respuesta, que por ahora vamos a considerar nominal, va a ser la salud
percibida (SP} que tiene ¢ = 4 categorias que las vamos a codificar asi: 1 = mala, 2 =
regular, 3 = buena ¥ 4 = muy buena, como variable predictora consideramos la edad
(EDAD) categorizada como 0 en el grupo de 65-74 afios y como 1 en el de mds de 74
afios. El modeio policotémico antes propuesto para el caso de una seola predictora es

P(Yis)
[ A 4 .SX
P(le) ﬁ(ls Bi 1
que para este ejemplo concreto serd
P{Y=s)
log ——— = By, + B EFDAD
& p (Ym 1) BU ﬁl.

con s=2, 3, 4, donde se ha elegido como categoria de referencia ia salud percibida
"mala”, SP=1. ;Cémo interpretar los tres coeficientes 3, del modelo? Si consideramos
la categoria salud percibida "muy buena” (§P=4), el logit de esta categoria respecto de
la "mala” para los individuos con una edad superior a los 74 afios, EDAD =1, es

P (muy buena)

= + -1
P (mala) o + P

y para los individuos de entre 65 a 74 afios, EDAD=0, ese mismo logit es Bos+14-0.
Por tanto, la diferencia de estos dos logits, o lo que es igual, el logaritmo de la razén
de ventajas del grupo de los mayores respecto de los mas jovenes serd

Bos + Bra - 1) - Boa + Bra - 0) = Big
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es decir, e es la razén de ventajas de los de mds de 74 afios respecto al grupo de
edad de 65-74, de percibir su salud como "muy buena” en relacién a percibirla como
"mala”. Igual interpretacién tienen los coeficientes ebs y P para las categorias "buena”
y "regular”, respectivamente.

El modelo ajustado con la edad como predictora es el que aparece en Ia Tabla 4.2
que tiene una lejanfa asociada de 0 con O grados de libertad

Tabla 4.2. Estimaciones y errores estandar de los coeficientes de la edad.

Regular/Mala Buena/Mala Muy buena/Mala
Constante 0,406 (0,143) 0,104 (0,152) r -1,363 (0,245)
EDAD 0,298 (0,223) 7| -0186.0,253) | 0,778°(0,496)

Para evaluar la dependencia entre la salud percibida y la edad en los viejos, lo
haremos ajustando ¢l modelo que no contiene a ninguna predictora, que tiene una leja-
nfa de 8,9 con 3 grados de libertad, y el que se acaba de ajustar; por tanto tenemos
que comparar fa diferencia 8,9-0=8.9 con una chi-cuadrado con 3-0=3 grados de liber-
tad; ya que valores superiores a 8,9 ocurren tan solo en un, aproximadamente, 3% de
la ocastones en una chi-cuadrado con 3 grados de libertad, tenemos argamentos para
rechazar Ta hipétesis de que los dos modelos comparados son equivalentes, En defi-
nitiva, la edad estd asociada al grado de percepcién de salud de los viejos.

Segtin la Tabla 4.2, las estimaciones de B, B3, By son 0,298, -0,186 y -0,778
respectivamente. A partir de ella se pueden obtener los tres modelos logisticos corres-
pondientes a la comparacién de cada categoria con la de referencia; estos modelos
estimados son

P (regul
L (regular) o 406 + 0.208EDAD

P {mala)
P (buen

tog P10 104 — 0.186EDAD
P (mala)

Plmuy buenaj
P (mala)

=~1,363 ~ 0,778EDAD

En el Apartado 4.3.1 acaba de verse que elevando el nlimero e a estas estimacio-
nes podiamos conseguir las razones de ventajas del grupo de EDAD =1, los mayores
de 74 afos, respecto del grupo mds joven, EDAD =0. En efecto, segtin la Tabla 4.1,
la razon de ventajas de percibir la salud como "muy buena" (SP=4) en contra de "muy
mala” para los mayores de 74 afios respecto a los que tienen entre 65 v 74 afios ¢s
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(6)(82) / (21%51) = 0,459
valor que coincide con ¢9.778. Para la clase "buena” la razdn de ventajas es
(47X82) / (91X51) = 0,830
que no es mas que e-%186 y, por dltimo, para la clase "regular” la razén de ventajas es
(103)(82) / (123)(51} = 1,346

que vuelve a coincidir, como era de esperar, con e%2%,

En una primera aproximacién, como interpretacién del papel de la edad en la per-
cepcidn del estado de salud de los viejos podemos decir que los mds viejos tienden a
percibir su salud peor que los viejos més jovenes, pues salvo para la categorfa regu-
lar, las razones de ventajas que comparan los mayores con los mds jovenes, son meno-
res que la unidad.

Antes se comentd que, aparte de estimar las razones de ventajas de cada clase res-
pecto a la de referencia, también se pueden comparar cualquicr pareja de clases de la
variable respuesta. Consideremos las categorfas "buena” y "regular” cuyos coelicien-
tes asociados son -0,186 y 0,298, respectivamente. Segin se dijo, el logaritmo de la
razén de ventajas de la clase buena respecto a la regular se puede obtener mediante
la diferencia -0,186-0,298=-0,484, por lo que e-0484=0,616 es la razén de ventajas
entre esas dos clases; en efecto, si se considera la clase "regular” como referencia res-
pecto de la "buena" da origen a la Tabla 4.3

Tabla 4.3. Datos para fas categorias buena y regular.

sp
Regular Buena
EDAD  65-74 123 91
> 74 w3 47

y, como era de esperar, el producto cruzado (123)(47)/(91)(103)=0,617 coincide con
la anterior estimacion, salvo redondeo.

[.a Tabla 4.4 muestra la matriz de varianzas-covarianzas de los pardmetros esti-
mados, donde la diagonal de esta matriz son las varianzas, cuadrado de los errores
estandar, de las estimaciones del modelo; 1, 2 v 3 se refieren a las tres constantes y
4,5y 6 alos tres coeficientes de la edad en el modelo estimado de la Tabla 4.2.
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Tabla 4.4. Varianzas y covarianzas de las estimacionas de los pardmetros
del modelo gue contiene a la edad.

1] 0.0203
2000122 0,0232

31 0,0122 0,0122 0,0598

4 -0,0172 -0,0122 -0,0318 0,0496

50-0,0232 -0,0122 -0,0318 £,0318 0,0641
6-0,0122 -0,0598 -0,0318 0,0318 00318 0,2461

1 Z 3 4 5 o]

Esta matriz nos permile hacer contrastes y calcular intervalos de confianza para
cualquier pareja de categorfas de la respuesta; en efecto, segin se dijo en el aparta-
do 4.3.1, B;-B;, era el logaritmo de la raz6n de ventajas de estar en la categoria s res-
pecto de la g. de un individuo que supere a otro en una unidad en relacién a la
predictora X;. Por tanto, entre la categoria "buena” y "regular” tal logaritmo de la OR
serd (-0,180)-0,298=-0,484, por lo que la razén de ventajas es 0,616. Para calcular
un intervalo de confianza para esa OR necesitamos conocer el error estdndar de la
diferencia de las estimaciones; segin la Tabla 4.4, las varianzas son 0,0641 y 00,0496
y su covarianza (,0318 por lo que la varianza de la diferencia serd 0,0641+0,0496-
2(0,0318)=0,0501 y la raiz cuadrada serd su error estandar, 0,224, Asi, un intervalo
al 95% para ei logaritmo de Ta OR serd

-0,186-0,208 £ 1,96(0,224)=(-0,923 | -0,045)

por lo que el intervalo buscado serd (0,40 , 0,96). El lector puede comprobar que este
mismo intervalo es el que se deriva para la OR de la Tabla 4.3 segién ¢l método de
Woolf visto en el Apartado 1.10.

Con el modelo logistico multinomial se obtienen las estimaciones de los coefi-
cientes maximizando la verosimifitud y considerando simultdneamente ¢ -1 ecuacio-
nes, siendo ¢ el nimere de categorfas de la variable respuesta. Otra posible alternativa
seria ajustar ¢-1 modelos logisticos binarios de cada categorfa respecto a la de refe-
rencia. Begg (1984) estudid esta solucion alternativa y aunque comprobé que los esti-
madores eran menos eficientes, tal ineficiencia disminuye con la prevalencia de la
categoria de referencia, por lo que si no nos vemos forzados a la eleccion de tal cate-
goria, es deseable tomar como referencia la que sea mds prevalente. Asi, ajustando un
modelo binaric para la categoria "muy buena" respecto de la "mala” da lugar a un
coeficiente asociado a la EDAD de -(,778 con un error estdndar de 0,496, los mismos
resultados que en modelo policotémico.

Aparte del inconveniente de la ineficiencia, esta forma de atacar el problema no
permite comparar dos categorfas cualesquiera ya que no podemos conocer la cova-
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rianza entre los estimadores de distintas categorias por el hecho de ajustarse de forma
independiente.

4.3.4 Ejemplo con varias predictoras

Los datos que aparecen en la Tabla 4.5 son de 1a misma encuesta pero donde, ade-
mas de 1a edad, también se muestran otras variables, a saber: SEXO codificada como
0=Hombre, 1=Mujer y otra variable ACOM que tene que ver con el sentimiento de
soledad, codificada como ACOM =0 si la persona se siente sola muy frecuentemente,
1 si eso le ocurre algunas veces ¥ 2 si no se siente solo. Como guiera que esta dlti-
ma variable es categdrica con 3 categorias, serdn necesarias dos variables indicado-
ras para poner utilizarla como predictora de la salud percibida; las dos variables
indicadoras ACOM(1) vy ACOM(2) las definimos asi:

ACOM ACOM(1) ACOM(2)
0 0 0
1 1 0
2 0 1

lo que equivale a tomar a los que se siente solos casi siempre como categoria de refe-
rencia; el coeficiente de ACOM( /) medira el efecto de sentirse solo algunas veces res-
pecto de sentirse casi siempre.

Acabamos de estudiar la relacién entre la salud percibida y la edad de los viejos
y existe sospechas de que ambas variables estdn asociadas; ;no podria ocurrir que esta
asociacién estuviese mediatizada por el género o por el grado de compaifa? Se trata
ahora de estudiar la relacion entre la salud percibida y esas tres predictoras.

Tabla 4.5. Distribucion de la salud percibida sequn grado de compafia, edad y genero.

Salud percibida
ACOM EDAD  SEXO 1{mala) 2(regular) 3(buena)  4(muy buena)

0 0 0 7 4 T
1 o | 8 7 1 1
1 Db g
1 0 3 8 6 o
1 10 ek 'E'f 4 D
2 0 0 16 43 34 7
T O e e i
1 0 4 27 7 2
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Con los datos de la Tabla 4.5 se han ajustado distintos modelos cuyas predicto-
ras, lejanfas y grados de libertad asociados se muestran en la Tabla 4.6.

Tabla 4.6. Distintos modelos ajustados junto con sus lejanias y grados de libertad.

Predictoras Lejania g.l.
Nulo 65,05 33
SEXO . o BAAR T B0
EDAD 56,15 30
ACOM o mzas 2y
SEXOC, EDAD 45,65 27
SEXO, ACOM: o | 25,85 oy
EDAD, ACOM 23,58 24
SEXO. EDAD, ACOM = | 17,417 )0 21

Esta tabla nos permite comparar distintos modelos y, por tanto, evaluar los efec-
tos de cada predictora; por ejemplo, el modelo ajustado con las tres predictoras tiene
una lejania asociada de 17,41 con 21 grados de libertad y para el modelo que solo
tiene en cuenta la edad y el grado de compaififa la lejanfa correspondients es 23,58
con 24 grados de libertad; esto quiere decir que 23,58-17,41=6,17, la diferencia en
lejanfas, es una medida del ajuste perdide por no considerar el género. Ya que la dife-
rencia en grados de libertad es 24-21=3, con un error aproximado de 0,1, podemos
decir que la variable SEXO aporta informacién después de la que aportan las otras dos
variables; el lector puede comprobar como ¢l modelo gue contiene a las tres variables
explica las cosas mejor que cualquier otro v como ninguna de las interacciones entre
las predictoras es significativa, este serd el modelo elegido.

Que el modelo con las tres predictoras sea la propuesta para explicar los datos no
significa necesariamente que su ajuste sea satisfactorio. Para ello lo comparamos con
¢l modelo saturado que sabemos que tiene tanto la lejania como los grados de liber-
tad igual a 0; por tanto, entre nuestro modelo elegido y el saturado hay una diferen-
cia de lejania de 17,41-0=17,41 y de 21-0=21 en grados de libertad; ya que 17,41
no es en absoluto un valor extrafio para Ia 2 con 21 grados de libertad ello significa
que entre nuestro modelo y el saturado no hay grandes diferencias, por lo que el mode-
lo con las tres predictoras explica las cosas suficientemente bien.
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Tabla 4.7. Estimaciones de los parametros junto a sus errores estandar. Debajo aparece la
estimacion mediante el método de Begg.

Constante

log Pireguizn)
/Plmaia)

tog Plouena)
/Ptmala)

log Plmuy buena)

fP(mala)

SEXO

EDAD

ACOMY)

ACOM(Z)

0,104 {0,279)
0,091 {0.279)

-0,464 (0,235)
0,471 (0,236

0,332 (0,228)
0,360 (0,230)

0,495 {0,325}
0,540 (0,325

0,927 (0,260)
0,933 {0,261

-0,624 (0,345)
0.617:(0;345)

0,611 (0,260)
0,644 (0;265)

-0,134 (0,262)
20,126 {0,270

1,054 (0,397}

1.070.(0,399

1,530 (0,330
1,542 (6,33%)

-2,261 (0,675)
-2,239 (0,670)

-0,490 (0,437)
0,616 {0,445

-0,721 (0,501)
0,522 (0.517)

0,936 (0,804}
0,963 (0,808}

1,707 (C,654)
1,691 (0,656}

De Ia Tabla 4.7 se puede deducir que, a igualdad de edad y nivel de compaiifa,
las mujeres tienen una peor percepcion de su salud que los hombres pues los riesgos
de percibir la salud como regular, buena o muy buena respecto a percibirla como mala,
de las mujeres respecto de los hombres, son

eVOAA=063 | e06I=054 | 0490=0,6]

es decir, los riesgos de percibir fa salud como regular, buena o muy buena. respecto
de percibirla como mala son 1,59, 1,85 v 1,64 veces superior, respectivamente, en
los hombres que en las mujeres. En cuanto a la edad, los mayores de 74 afos perci-
ben su salud peor que ios de edades comprendidas entre 65 y 74 afios, pues tienen
como riesgos de 1,39, 0,87 v 0,49 correspondientes a las categorias regular, buena o
muy buena de salud percibida. EI hecho de no haber encontrado interacciones signi-
ficativas implica que, por ejemplo, la diferencia de percepcion entre los hombres y
las mujeres no depende de la edad que tengan ni de lo mds o menos acompaflados
que se sientan.

La indicadora ACOM( 1} tiene coeficientes estimados todos positivos y la variable
ACOM(2) también vy, ademds, mayores que los anteriores; ello nos indica zna mejor
percepcidn de la salud cvanto mayor es el grado de acompafiamiento; por ejemplo, a
igualdad de sexo y edad, las OR de un individuo que se siente algunas veces solo res-
pecto a otro que se siente solo casi siempre son

¢0495=1 64 g1.054=2 87 £0.936=7 55

y para el que no se siente solo

(0927=253 | ol$=462 , el707=55]

El modelo de la Tabla 4.7 se podrfa simplificar si consideramos que, a igualdad
de sexo y edad, los logits de los que se sienten solos a veces respecto a los que se
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sienten solo casi siempre, 0,495, 1,054 y 0,936 son, aproximadamente, 1os mismos
que los logits de los que no se sienten solos respecto a los que lo hacen a veces 0,927-
0,495=0,432, 1,530-1,054=0,476 v 1,707-0,936=0,771. Este hecho hace pensar en
la posibilidad de tratar la variable ACOM como numérica con sus valores 0, [y 2;
ajustando de nuevo con la variable ACOM obtenemos unas estimaciones como las de
la Tabla 4.8, con una lejania de 18.37 con 24 grados de libertad, lo que no hace sos-
pechar de un desajuste global. Este modelo respecto al anterior ha aumentado la leja-
nia en 0.96 pero ganamos 3 grados de libertad, por lo que este seria, por el momento,
el modelo de eleccion.

Tabla 4.8. F mismo madelo de fa Tabla 4,7 con ACOM coma numérica.

Constante SEXO EDAD ACOM

log Pireguian/Pmala) i 0,102 (0,271) ! 0,464 (0,234) i 0,333 (0228) | 0469 (0,130)
log PibuenPnaic) | -0,510 (0,318) | 0,612 (0:260)°| ~0,127 (0,267) | 0,724 (0,156)
log Pomuy busnaPmalay | -2,244 (0,613) ’ 0,490 (0,437) | 0,719 (0,501 | 0,853 (0,305)

En resumen, los hombres perciben su salud como mejor que las mujeres, a igual-
dad de edad y grado de acompafiamiento; la tendencia de los coeficientes de la edad
para los tres logits habla que, en general, los viejos de entre 65 y 74 afios tienen mejor
percepcidn de su salud que los que tienen 75 o mds, a igualdad de sexo y sensacién
de soledad; por tltimo, los valores positivos de los coeficientes del grado de acom-
pafiamiento significan que los que se sienten solos perciben su salud como peor que
los que se sienten acompafiados, a igualdad de edad y sexo.

Ajustado un modelo, podemos estimar las predicciones para cada tipologia de vie-
Jos y cada categoria de salud percibida. Por ejemplo, consideremos los hombres de
65 a 74 afios que casi siempre se sienten solos; estos son 7+7+4+1=19 hombres, ;cuan-
tos dice el modelo que deberian percibir su salud como mala? En el Apartado 4,3 se
vid que para la categorfa de referencia, la salud percibida mala, la probabilidad venia
dada por la expresién

1

§ E Z er 38(}9 + ﬁ;&X + B rXZ ot Bmern)
5=2

Ty =P(¥=1)

Yy Ya que estamos considerando hombres de 65 a 74 afios y casi siempre solos signi-
fica, por la codificacion de la variables, que SEXO=EDAD=ACOM=0, por lo que a
expresion anterior queda de la forma

I B 1
l + i eBes B 1 + eﬁ(:z + egt}'} + eﬁ{n

rt, =P(Y=1)
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por lo que una estimacién de la probabilidad de percibir la salud como mala es

1

THETD = 0,36

0,102 2,244

1+e +e +€e

v como hay 19 viejos de ese tipo, el niimero esperado para esa casilla es 19(0,36)=6,8.
Este proceso se puede repetir para Jos distintos patrones de predictoras y podemos
estimar los sujetos en cada casilla, como aparece en la Tabla 4.9.

Tabla 4.9. Valores observados y predichos por el madelo de la Tabla 4.8.

SALUD PERCIBIDA
ACOM  EDAD  SEXO 1{mala) Z{regular) 3buena}  4{muy buena)

o 0 0 7 (6,8) 7 (7.5 4 @n | 1w
1L22a0 | 190679 @8 0 e

1 0 g (54) 7 (8,4) 129 | 103
1A OAO) A UBE) T3 A e

1 0 o | 4 (52 9 (9,1 7 64 | 203
1 et s as s e e

1 0 3 (36 | 8 (90 6 (40) | 0O 04
OO e iy A e n ey

2 0 o 16 (14.3) | 4306 | 34367 | 7 (84
12408 | 32066 | 28089 | 274

1 o | 4 @7 | 27064 | 17050 | 2 (1,9
1Da2035 36638 [eues o2 ear

4.3.5 Diagnoéstico en regresion policotémica

Como en regresion logistica binaria, en el caso policotémico existen dos estadis-
ticos de interés derivados del modelo ajustado: la %2 y la lejanfa. La expresion del
estadistico %2 es similar a la del caso binario, solo que con una notacién algo mds
complicada; sea #;, el nimero de individuos observados con un patrén de predictoras

Xiis AZivenes Xii

en la categoria s de la variable respuesta y representemos por »; la suma de los
para todas las categorfas de la respuesta, es dectr,

Ry = 2”55‘
s=1

el ndmero de individuos con tal patrén de predictoras; para el caso de datos no agru-
pados, #;=1.
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Para el ejemplo de la Tabla 4.8, el primer patrén de predictoras serian los valores
(} para ACOM, 0 para EDAD v O para SEXO, por lo que ny =7, nyo=7, ny3=4, na=1;
por tanto A,=19, v asi para todas las filas de la tabla.

La expresitén del estadistico ¥? es ahora

k& (- mipi)?
=y, D,

il gl Hifhis

donde k es el nimero de pairones distintos de las predictoras, en nuestro caso k=8, y
los productos n;p;, son los valores predichos por el modelo, para el patrén anterior,
para la categorfa s de la respuesta, que nos puede ofrecer cualquier programa estan-
dar. La raiz cuadrada de las contribuciones, para cada categoria de la respuesta y para
cada patrén de las predictoras, a la ¥2, es decir,
ry = Mg - MiPiy

v niPis

son ahora los residuales de Pearson para el modelo logistico policotémico. El lector
puede comprobar facilmente que para el caso de dos categorias de la respuesta estos
residuales coinciden con los definidos para <1 caso binario.

De igual forma, la lejania es ahora

k n

XZ 32 s log

is
i=l 5=1 niﬁif

por lo que la contribucion del patrén de predictoras anterior para la categoria s, es
decir, el residual de Ia lejanfa para la casilla correspondiente de la tabla, es ahora

Fiy
dﬂ: zn.ﬂ\‘ iog ntﬁ“

que, avngue muchos programas no lo proporcionan, puede caleularse facilmente; el
signo a elegir es el de la diferencia n;, - 5, es decir, el mimero observado de indi-
viduos con el patrén de predictoras i que pertenecen a la categoria s de la respuesta,
menos el ndmero predicho por el modelo.

El lector debe tener presente la discusidn en ¢l capftulo anterior acerca de estas
medidas como criterio de bondad de ajuste; avnque los datos de la Tabla 4.5 son agru-
pados, hay 16 casillas con valores esperados menores de 5, sobre un total de 48, fo
que representa un 33%; por tanto, la aproximacion de la distribucitn de la lejanfa a
la chi-cuadrado no es muy buena en este caso; de todas formas, ya que la lejanfa para
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el modelo ajustado es 17,41 para 21 grados de libertad, nos puede dejar suficiente-
mente satisfechos del ajuste del modelo.

El estudio de los residuales adolece de los inconvenientes anteriores; de todas for-
mas, ¢l residual de Pearson mds grande es 1,35, que corresponde a la casilla de los
hombres (SEXO=0), del mayor grupo de edad (EDAD=1) v que se sienten siempre
solos (ACOM=0), valor del cociente

I -0,28

\/ 0,28

salvo efectos de redondeo; el residual de la lejanfa més alto vale 2,98, Por tanto, de
aqui tampoco tenemos evidencias de un mal ajuste general de los datos al modelo
propuesto.

Para el modelo policotémico se puede extender el test de bondad de ajuste pro-
puesto por Hosmer y Lemeshow para el caso binario y que se presentd en el aparta-
do 3.5. Lesaffre (19806) recomienda utilizar Ia versién extendida por €] a partir del test
de Tsiatis (1980) para el caso binario; en este test en Jugar de formar grupos en fun-
cidn de las probabilidades predichas por el modelo, lo que se hace es dividir el espa-
cio de valores de las predictoras en distintas regiones. Sin embargo, las distribuciones
de los estadisticos gue de estos tests se derivan no son muy bien conocidas y/o la
potencia es haja.

La definicién de observacion rara es andloga al caso binario; para el medelo poli-
cotdmico, la decisidn sobre st observacion i perteneciente a la categorfa 5 es rara se
consigue comparando el modelo

P(Y=s5) .
————— ~ Pos * S‘X + SX., to m.s‘Xm
prr = o BuXiw B b
con este otro
P(Y=s}
08 ————— = Boy + B Xy + B Xo +. 4+ BoX,, + 8,7
2 P(Y=1) Bos + BiXy + Ba Xy B

donde 7 es una variable que vale 1 para la observacién i y 0 en otro caso; las distin-
tas elecciones de los pardmetros §, se traducen en distintos tipos de observaciones
extrafias. Lesaffre (1986) discute estas cuestiones y propone estadisticos similares a
los descritos en el Capitulo II1 para el caso binario. Ya que existe poca disponibilidad
de programas que realicen el diagnodstico para regresién policotémica, muchos auto-
res recomiendan utilizar fos métodos del Capitulo HI a cada uno de los ¢-1 modelos
logisticos binarios.
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4.4 Modelos logisticos para variables ordinales

Yamos a considerar ahora una nueva situacion en el sentido de disponer de una
variable respuesta con mds de dos categorfas pero de naturaleza ordinal. En ciencias de
la salud es bastante comin el medir variables respuesta que son ordinales; piénsese en
la variable "evolucidn tras un tratamiento”, "salud percibida por los individuos”, "satis-
faccion de los usuarios can los servicios sanitarios”, etc.. Estas y otras muchas varia-
bles de interés para los salubristas tienen come denominador comtin su caracter ordinal;
de ellas podriamos construir, por ejemplo, cinco categorias que guardan un cierto orden:
muy mala, mala, regular, buena v muy buena. Hasta ahora se ha utilizado el modelo
policotémico para analizar respuestas con mds de dos categorfas pero sin utilizar la
informacién del caracter ordinal que algunas respuestas tienen. El objetivo de este
apartado es la introduccidn de modelos logisticos que tienen en cuenta esta circuns-
tancia; los modelos de regresion logistica ordinal, también llamados modelos de regre-
sion ordinal, se vienen desarrollando desde principios de la década de los ochenta a
raiz de los articulos de Fienberg (1979), McCullagh (1980} y Anderson (1984). Gre-
enland (1994) y Arstrong (1989) son dos buenas referencias sobre estos modelos,

El modelo policotémico no ha utilizado el cardcter ordinal que tiene la salud per-
cibida del ejemplo anterior; con variables ordinales, aparte de la probabilidad de que
un individuo pertenezca a una determinada categoria, podemos definir otras probabi-
lidades que pueden ser de interés; por ejemplo, 1a probabilidad de percibir la salud, a
lo sumo, como buena; es decir, las suma de la probabilidad de percibirla como mala,
regular o buena. A partir de estas nuevas probabilides que implican a varias catego-
rias, podemos definir los logits correspondientes. Dependiendo de la definicidn que
se adapte para estos logits, tendremos distintos modelos.

La utilizacién de estos modelos es cada dia mas frecuente en la literatura; por ejem-
plo, Brazer (1991) publicé un trabajo en donde trataban de estudiar las relaciones entre
el cancer colorectal y un grupo de predictoras como la edad, el sexo, el valor hema-
tocrito, dolor abdominal, etc; en base a una muestra de sujetos sometidos a una colo-
noscopia, estos fueron clasificados como ¢ si no tenian neoplasia, 1 si presentaban un
polipo adenomatoso con tamafio inferior a 5 mm., 2 si era mayor de ese tamaiio y 3
en caso de cancer, estos autores utilizaron un modelo de regresién logistica ordinal,
pues es evidente Iz jerarquia entre las categorfas de la respuesta en cuanto a la salud.

4.4.1 El modelo de ventajas proporcionales

Con una variable ordinal como respuesta tiene sentido definir las siguientes nue-
vas probabilidades; consideremos la categoria s de la variable respuesta ordinal y note-
mos por ¥ < s la nueva categoria constituida por todas las categorias inferiores o igual
a 5, por tanto,
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PY<s)=PY=1)+ P(¥Y=2)+ ..+ PY=9) =T + Ta + ... + T,

es la probabilidad de que la variable respuesta tome un valor menor o igual que s;
esta probabilidad es la probabilidad acumulativa correspondiente a la categoria s. El
cociente

PY<s) P(Y<5)

1-P(Y<s)  P(Y>5)

se puede interpretar como la ventaia, ventaja acumulativa, de tener una respuesta
menor o igual que s, respecto a tenerla mayor que s.

Consideremos a continuacidn una predictora X dicotémica con valores X=1 para
los expuestos y X=0 para los no expuestos; para cada una de estas dos categorias pode-
mos definir la ventaja acumulativa antertor, por lo que el cociente

PY<s/X=1)/ P(Y>s/X=1)
P(Y < 5/ X=0) | P(Y > 5 / X=0)

es la razdén de la ventajas de que la respuesta tome un valor menor o igual que 5 en
la categoria de X=1, los expuestos al factor representado por X, respecto de la caie-
goria X=0, los no expuestos. A esta nueva medida se le conoce también con el nom-
bre de razon de ventajas acurnulativas y aungue, por comodidad, hablemos de ventajas,
para este modelo se debe entender que son acumulativas.

Siguiendo con los datos de la Tabla 4.1, puede ser de interés plantearse la siguien-
te pregunta: jcudl es la ventaja acumulativa de percibir la salud como mala entre los
individuos de 65 a 74 anos? Segin s¢ acaba de definir esta ventaja, la podemos esti-
mar mediante el cociente (82/317) /{ (123+91+21)/3171=0,349; 1a misma ventaja acu-
mulativa para los viejos de mds de 74 afios es 0,327, por lo gque la razén de ventajas
acumulativas de 1a clase mala, para los viejos de de 65 a 74 aflos respecto de fos mas
mavores es (,327/0,349=0,94; este resultado se puede interpretar diciendo que el ries-
go de percibir la salud como mala respecto a percibirla como regular, buena o muy
buena es 0,94 veces mayor en los viejos de mds de 74 que entre fos que tienen de 65
a 74 afios. Dicho de otra forma, estos dos grupos de viejos son parecidos en cuanto
a percibir su salud como mala.

De la misma manera, ;jcudl es la razén de ventajas de percibir la salud como mala
o regular en ¢l segundo grupo de edad, respecto del primero?; por un argumento ana-
logo tal razdén de ventajas acumulativas es (112)(154)/(205)(53)=1.59; por iiltimo, 1a
razdn de ventajas de percibir la salod como mala. regular o buena respecto de muy
buena, en el segundo grupo de edad respecto del primero es (2014(21)/(296)(6)=2,38.
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Como acabamos de ver, a partir de la Tabla 4.1 que es una tabla de 2 filas y cua-
tro columnas, es decir, una tabla 2x4, hemos calculado 3 razones de ventajas acumu-
lativas que, de alguna manera, nos describen la relacién de la salud percibida con la
edad; pero jcomo interpretar estos resultados?. Como para la razdén de ventajas cldsi-
ca, esias (res razones de ventajas acumulativas nos indican, en principio, una mayor
tendencia a percibir la salud como mejor en el grupo de edad 65-74 que en el grupo
de mayores de 75. Si se quisiera obtener una medida sumario de esa relacidn, algnien
podria estar tendado de utilizar el método de Mantel-Haenzsel sin reparar en que esa
metodologfa estd pensada para calcular una razén de ventajas comdn a partir de estra-
tos independientes, condicién que no tienen las tres tablas que hemos debido cons-
truir para calcular fas 3 razones de ventajas acumulativas anteriores.

En general, en una tabla rxc hay 1 parejas de filas que se pueden comparar de
esta forma y, por cada una de ellas, se pueden formar ¢-1 ventajas acumulativas; en
definitva, se pueden formar (r-1)(c-1) razones de ventajas acumulativas. En el ejem-
plo de la Tabla 4.1 donde =2 y c=4, se han formado (2-1)(4-1)=3 razones ventajas
acumulativas que aparecen en la Tabla 4.10. S1 Y y X son variables independientes,
las -1 ventajas acumulativas correspondientes a la categorfa s, deben ser iguales, y
esto para las c-1 categorias; esto implica que todas las (r-1)(¢-1) razones de ventajas
scan iguales a la unidad.

Tabla 4.10. Ventajas acumulativas y logits correspondientes a fa Tabla 4.1,

Mala / Mala o Regular / Mala, Regutar o Buena/
Reguiar, Buena o Muy buena Buena o Muy buena Muy buena
Gmpo\,gfgji 0,349 1,83 14,095
Gru\gjgni;i 0327 e 2906 s 3.3{5
Logit acumulativo -0,065 487 - 0,865

Veamos a continuacién como construir un modelo de regresion para unos nuevos
logits, los logaritmos de las ventajas acumulativas, que denominaremos logifs acu-
mulativos; de manera andloga al caso binario, estas ventajas acumulativas tratan a la
variable respuesta como binaria, en el sentido que combinan las primeras s catego-
rias y las enfrentan a las c-s categorias restantes. A partir de esas combinaciones, se
pueden formar los logits acumulativos

P(¥<s)
P({¥>3)
s=1 2, ..., ¢l

logit [P(¥Y<5)] = log
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El modelo mds simple para describir esos ¢-1 logits es
logit[P{Y<s)] = o

Los ¢-1 pardmetros ¢, son cantidades que crecen con el aumento de s ya que los logits
acumulativos aumentan, o al menos no distninuyen, cuando se afaden probabilidades
al numerador y se sustraen del denominador, de la ventaja correspondiente; es decir,
entre esos pardmetros existe la relacién

O S0 S S 0y

Consideremos ahora una predictora X; McCallagh {1980) propuso el modelo
logit [P(Y<s)] = o, + BX

para describir los ¢-1 Togits acumulativos, en donde [} es ef pardmetro de interés pues
informa del cambio de los logits acumulativos con ef cambio de la predictora X.

Para el modelo como se ha definido, el hecho de que B sea mayor que cero, impli-
ca que las ventajas acumulativas tienden a ser mayores con el aumento de X, lo que
conlleva que los valores pequefios de Y estdn asociados a valores grandes de X. Ya
que en la mayoria de los modelos de regresion suele ser comin interpretar un coefi-
ciente positivo como indicativo del aumento de la respuesta con el aumento de la pre-
dictora, es por o que el modelo de ventajas proporcionales se suele expresar en esta
otra forma

logit P(Y<s)] = o, - BX

pues haciéndolo asi, el hecho de que B sea positivo significa que a valores grandes
de X le corresponden valores grandes de Y. Una expresion andloga a la anterior es la
siguiente

[

]

e% BX
T

Para dos individuos con valores x; y x; de la predictora, notenios por
logit(P(Y=s)xy) v logit(P(Y<s)/xy)

los logits acumulativos correspondientes para la categoria s en cada uno de esos dos
individuos; entonces, la diferencia entre estos dos logits es

(O ~ 0 - By - xp) = -Blx; - xp)

0 lo que es iguat
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&
=)

(mfs s/x)fPY > 5/ %)

PYZs/xy [ P(Y > S/xz)) =-Blx; - x)

relacion que establece que el logaritmo de la razén de ventajas acumulativas es pro-
porcional a la diferencia entre los valores de la variable predictora, v no depende de
la categoria s de la respuesta. Esta propiedad es el argumento para el nombre de mode-
lo de ventajas proporcionales (proportional odds model). Por tanto, la razén de ven-
tajas acumulativas de teser un valor de respuesta menor o igual a 5 es

e Pixg - xp)
veces superior en X=x; que en X=x;.

La version multivariante del modelo de ventajas proporcionales es
logit[P(Y<s)] = o, - (B X, + BaXo + ... +B,.X,0
Si Ay B son dos imdividuos con valores

KXids X2450-0 Xpya
XiBs X0Bsev s Xp

el logaritmo de la razon de ventajas acumulativas viene dado por

m

Bilria - xip)- - Brlns - Xinp) = -Z} Bi(xia - xip)
=
por lo que Ia razén de ventajas serd

e—{; it - xp) = ﬁe‘Bg(xm - Xip)
=i

Si los individuos A y B son iguales respecto a todas las predictoras excepto a una
de ellas, la X, la razon de ventajas acumulativa anterior queda reducida a

87!3 Aoy - Xyp)

por lo que la interpretacién de los 3; es similar al modelo binario salvo que ahora de
trata de razones de ventajas acumulativas, es decir, -3, es el logaritmo de la razén de
ventajas entre dos individuos que se diferencien en una unidad en términos de la varia-
ble X;, pero iguales respecto a las restantes variables presentes en el modelo. Obsér-
vese como este 3; no depende del punto de corte s elegido para formar el logit acumulativo.

Ajustemos, en primer lugar, el modelo que establece la independencia de la edad
y la salud percibida

logit| P(Y<s5)] = o
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a los datos de la Tabla 4.1; las estimaciones de los tres pardmetros ¢4, O, Oz son
-1,078, 0,777 y 2,913 respectivamente; estas estimaciones no son més que los loga-
ritmos de las ventajas acumulativas de la distribucidn marginal de la salud percibida,
es decir, de su distribucidn sin tener en cuenta la edad. En efecto, como quiera que
en total hay 524 viejos de los cuales 133 perciben su salud como mala, independien-
temente de la edad, la ventaja acumulativa para la clase mala serd 133/(524-133) y su
logaritmo es precisamente el valor -1,078. Este modelo ajustado tiene una Iejania de
8,90 que, para 3 grados de libertad, es un valor muy grande, por tanto, este modelo
no reproduce suficientemente los datos de la Tabla 4.1.

Ajustando un nuevo modelo de ventajas proporcionales con la edad como dnica
preditora, los resultados son 1os que aparecen en la Tabla 4.11; ¢l signo positivo de la
edad nos debe hacer pensar en la posibilidad de que a mayor edad de los viejos, ten-
gan peor percepcion de su salud; de todas formas, y sin controlar por ninguna otra
variable, la relacién entre la edad v la salud percibida de los vigjos no estd clara,
P=0,147 y, por otra parte, este modelo no reproduce suficientemente las observacio-
nes pues tiene una lejania de 6,8 para 2 grados de libertad, lo que supone una P=0,033,
poniendo de manifiesto un desajuste significativo.

Tabla 4.11. Modelo de ventajas proporcionales con EDAD como Unica predictora.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR
o 1,180 0,123
w“ 2,824 0,207
COEDADS 03T 0

Ya que la variable respuesta, la salud percibida ha sido codificada de 1 a 4 para
las categorias mala, regular, buena y muy buena, y para los viejos de 65 a 74 afos se
les ha asignado el valor 0y a los de més de 74 el 1, el signo positivo del coeficien-
te de la edad indica que a mds edad peor salud percibida; en concreto, la ventaja esti-
mada de que los mds mayores tengan una percepcion negativa de su salud es

€0237=1 27

veces mayor que la ventaja estimada para los que tienen entre 635 y 74 afios; esta esti-
macién del efecto de la edad es un resumen de las OR acumulativas 0,94, 1,59 y 2,37
que se pueden construir de Ia Tabla 4.1. A partir de Ia Tabla 4.11, podemos estimar
las probabilidades de percibir la salud desde mala a muy buena en los dos grupos de
edad; en efecto, el modelo para la clase codificada como de salud percibida mala es
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e~ 1L 1800 23TEDAD

Y < = S
Prst) = Plmala) 1 + -1 I800237EDAD

por lo que, para los mas jovenes, EDAD=0, la probabilidad predicha de percibir la
salud como mala es

1,180

— = (3,235
1+ 8—1,130

mientras que para los de edad superior a 74 afios, EDAD=1, es

L 1804G.237(1)

= (1,280
1 + e~ L180406,237(1)

De forma similar, la probabilidad de percibir la salud como mala o regular viene dada
por
£0.681+0,237 EDAD

< = e 7=
P(¥<2) = Pimala o regular) a0 oA

por fo que para los mids jévenes serd

0681

P(Y<2)y = Plmala o regular) = = (),664

1 4 0,681

y como Ja categoria de mala salud tenfa una probabilidad de 0,235, 1a probabilidad de
percibir la salud como regular serd 0,664-0,235=0,429. Procediendo de esta manera
se¢ pueden calcular todas las probabilidades.

Con las probabilidades calculadas y teniendo en cuenta que hay 317 menores de
74 afios, el ndmero de viejos que es esperable que perciban su salud como mala sevdn
317(0,235)=74.5; en la Tabla 4.12 aparecen, para cada casilla, las frecuencias obser-
vadas y las predichas por el modelo; como se puede observar no existe gran acuerde
entre lo observado y lo predicho por el modelo que contiene como tinica predictora a
la edad de los viejos, lo que concuerda con el desajuste antes mencionado.

Tabla 4.12. Frecuencias observadas y predichas por el modelo de ventajas proporcionales.

SALUD PERCIBIDA

Mala Regular Buena Muy buena
EDAD  65-74 82 123 91 21
> 74 51 103 47 6
58,0 900" 497 g
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Utilizando las tres predictoras junto con sus interacciones, ninguna de estas fué
significativa y el modelo con los lres efectos principales tiene una lejania asociada
de 26,76 con 29 grados de libertad; ademads, controlando por compafiia y sexo, la
edad no muestra asociacién con la salud percibida, P=0,16. Ajustado el modelo solo
con las variables ACOM y SEXO, los coeficientes de las dos variables indicadoras
generadas a partir de ACOM son 0,74 y 1,01, con errores estandar de 0,26 y 0.21,
lo que da pistas para pensar que las dos categorias que representan esas dos varia-
bles indicadoras, los que alguna vez se sienten solos v los que nunca perciben el
senfimiento de soledad, se comportan de forma similar en cuanto a la percepeidn de
su salud. Por tanto, recategorizamos esta variable y definimos una nueva variable
ACOMD distinguiendo los que se sienten casi siempre solos, la categoria que toma-
mos como referencia, del resto; ajustado este nuevo modelo tiene una diferencia de
lejania con ef modelo anterior de 2,6 que, como hemos ganado un grado de liber-
tad al tener que estimar un pardmetro menos para ACOMD, no es significativo para
una ¥2 con un grado de libertad. En definitiva, ¢l modelo final elegido es el que apa-
rece en la Tabla 4.13.

Tabla 4.13. Estimacion del modelo de ventajas proporcionales final.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR
o -0,564 0,213
Sl B3 0,222
o 3,567 0,284
SEXO - | 0,376 i 0,166
ACOMD -1,001 0,203

El signo postivo del sexo indica que los hombres, la categorfa de referencia, tie-
nen mejor percepcion de su salud que las mujeres; el signo negativo de la variable
que mide el grado de acompanamiento indica una mejor percepcidn de la salud entre
los que no se sienten solos en relacion a los que dicen sentirse solos muy frecuente-
mente. Un intervalo de confianza para el efecto del género serd

£0.376£1.96(0,166) == (1,05 | 2.02)

lo que se puede interpretar diciendo que las mujeres tienden a percibir su salud peor
que los hombres, entre 1,05 y 2,02 veces, en iguales condiciones de soledad percibi-
da. Los que se sienten acompafiados tienen una razén de ventajas entre

e~ HODIELI6(0.203) = (00,25 | 0,55)

de percibir su salud como mala en relacidén a los que se sienten solos.
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Como para todo modelo ajustado, dado un patrén de predictoras, es posible cal-
cular los valores predichos por el modelo; en la Tabla 4.14 se muestran los valores
observados v los predichos por este modelo, calculados como antes se ha mostrado.

Tabla 4.14. Frecuencias cbservadas v predichas por el modefo de fa Tabla 4.13.

SALUD PERCIBIDA

929760 | 57579y | 13109

ACOMD  SEXO  Hmald) 2(reqular) 3thuena) A{muy buena)
0 Q 15 {13, 1) ‘ 14 (15,8} 5 (6,1 ‘ 2 (1,0
1 36(37,2) | 33(32.8) 12 {10,6) ‘ T (1,4
1 0 27 (32,7} ‘ 87 (80,1 64 (62,7) ‘ 11 (13,5)

1 55 {50,7)

Una caracteristica interesante del modelo de ventajas proporcionales es que los
efectos de las predictoras se mantienen si se colapsan categorias adyacentes de la res-
puesta; por tanto, dos estudios que utilicen distintas categorizaciones de la variable
respuesta tendran resultados similares. Por otra parte, y es algo poco conocido, al con-
trario que en regresion logistica binaria, el modelo de ventajas porporcionales no es
aplicable en los estudios en que el muestreo se hace segiin el valor de la variable
resultado, por ejemplo en casos y controles; Greenland (1994) demuestra que con este
diseiio, las estimaciones de los pardmetros del modelo son dependientes de la frac-
ciones de muestro, por lo que, salvo en contadas ocasiones, sus estimaciones serdn
sesgadas.

Antes hemos visto que el formulacion del modelo de ventajas proporcionales impli-
ca la llamada hipétesis de proporcionalidad, lo que significa imponer que cada pre-
dictora debe tener un efecto constante sobre la respuesta, independientemente del punto
de corte elegido; el cumplimiento de esta hipdtesis facilita evidentemente la interpre-
tacion de los resultados; parece entonces importante disponer de algdn mecanismo
para contrastar tal constancia de los efectos de las predictoras. Una aproximacién
exploratoria a esta cuestion es la representacion grifica de los efectos, OR y sus inter-
valos de confianza, de las variables predictoras para los distintos puntos de corte; evi-
dentemente, esto vale solo para predictoras dicotémicas. La Figura 4.1 ilustra este
proceder y parece que el efecto de la edad no es el mismo para todos los puntos de
corte; mientras que los dos grupos de edad son parecidos para el primer punto de
corte, la mala salud, para los otros dos sen cada vez mds evidentes fas diferencias
entre los viejos de mds de 74 afios respecto a los de 65 a 74, En consecuencia, hay
fundadas sospechas del no cumplimiento de la hipétesis de proporcionalidad en rela-
cidn a la edad.
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OR acumulativa

1 L

B 1

Mala Regular Buena

Punto de corte
Figura 4.1. Razones de ventajas acumulativas segin ef punto de corte.

Lipsitz et al. (1996) ha propuesto un test para la bondad del ajuste del modelo de
ventajas proporcionales, test que es una generalizacion del de Hosmer y Lemeshow
visto en el Apartado 3.5; este test tiene todo su interés para el caso de predictoras con-
tinuas, es decir, para datos no agrupados donde la lejania del modelo no es una buena
medida de 1a bondad del ajuste realizado.

4.4.2 El modelo de ventajas proporcionales parciales

El gran atractivo del modelo de ventajas proporcionales estd en la facihdad de su
interpretacién al suponer constante el efecto de las variables sea cual sea el corte ele-
gido en la variable respuesta; tan sofo necesitamos estimar un coeficiente por cada
variable predictora para conocer su efecto. Desgraciadumente esta constancia del efec-
to de las predictoras no es la norma y es comuin enconlrar situaciones en que tal efec-
to depende del punto de corte considerado; es decir, no se cumple la hipdtesis de
proporcionalidad. Peterson (1990) propuso una extension del modelo de veniajas pro-
porcionales, el modelo de ventajas proporcionales parciales (partial proportional odds
model), que permile que algunas predictoras no tengan porgué cumplir la proporcio-
nalidad; imaginemos sin pérdida de generalidad, que las k&<m primeras variables son
las que supuestamente no cumplen esta hipétesis; el modelo de ventajas proporcio-
nales parciales establece que

lOglIi_P(YiS')J = -0 - (B1X; + g’_)X'z o+ B,"_Xm) - (W{NXI + YZ-YXZ +...+ q;’kst)
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donde los ;, son coeficientes adicionales para las variables que quizds no cumplan la
proporcionalidad pues estos coeficientes si dependen de la categoria o punto de corte
§ que se considere.

Como en el modelo de ventajas proporcionales, para la categoria de la respuesta
tomada como referencia estos coeficientes se anulan, es decir, v, =0, para cualquier
variable. Veamos su inferpretacion para las restantes categorias, por motivos de sen-
cillez supongarmos que X es una de las predictoras que se sospecha que no tiene un
efecto constante y que es dicotomica; consideremos dos individuos con valores 1y 0
de esta predictora, pero iguales iguales en el resto de ellas; si nos fijamos en la cate-
gorfa 5, el modelo anterior para el primer individuo serd

logit[P(Y<s)] = -0 - (Be(1) + BaXy +...+ BuXe) - (rs(1) + 125X +o4 YeXp)

logit[P(Y<5)] = -0 - (Bi(0) + BoXo +.. 4 BXo) - (15(0) + Vo X +.0 o+ Y Xi)

para el segundo, por lo que la diferencia entre los logits correspondientes a la cate-
goria s es ahora {;+y;,); por tanto, la OR entre estos dos individuos serd

e ’{ﬁl"i“’Yl .v}

En definitiva, mientras en el modelo de ventajas proporcionales la estimacion del
efecto de X; era constante, ahora depende de la categorfa que se considere; asi, los ¢-1
riesgos son

e‘ﬁ] , e‘(ﬁlﬂ’lz)’_“’ e’(ﬁ]+71(-—l}

Desgraciadamente, la falta de programas informéticos para ¢l ajuste de este nuevo
modelo no nos permite compararlo con el de ventajas porporcionales.

4.4.3 El modelo de razones de continuidad

Otro modelo, propuesto por Fienberg (1979), para estudiar la asociacién entre una
respuesta ordinal y un conjunto de predictoras es el llamado modelo de razén de con-
tinuidad (continuation ratic model). Este modelo estd basado en la probabilidad con-
dicional de que la respuesta tome el valor s supuesto que toma valores superiores o
iguales a s, es decir, la probabilidad

T, _ P(Y=ys)
T+ Mgy + .ok T, P(Y25)

5, =
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A partir de esta probabilidad condicional podemos formar las ventajas

8, P(Y=s)
1-8, P(Y>s)

El modelo, para una sola predictora, s¢ expresa como sigue

P(Y=s)

Sl T 1§
P(Y>5) bX

logit(3,) = log

apareciendo el signo negativo delante de los pardmetros de las predictoras del mode-
lo por los mismos argumentos dados para el modelo de ventajas proporcionales. La
definicién que se acaba de hacer de este modelo también implica que el coeficiente
B de la predictora no depende de la categoria s que se considere.

Dados dos individuos con valores x; y x; de la predictora, notemos por
logit(8,/x)) y logit(d,/x3)

los logits correspondientes para la categoria s en cada uno de esos dos individuos;
entonces,
logit(d,/x;) - logit(8,/x) = (B, - 8,) - Plx; - x2) = -Plx; - x2)

o lo que es igual

( P(Y=six) ! P{Y=>s5/x)

P(Y=s/xp) | P(Y>s/x3) ] =-Bon - o)

donde la primera igualdad no es mds que el logaritmo de la razén de las nuevas ven-
tajas definidas; por tanto

e—ﬁ(xl - )
serd Ja nueva razén de ventajas que no depende de la categoria s considerada.

De manera andloga a como se formaron las tablas para el modelo de ventajas pro-
porcionales a partir de la Tabla 4.1 de salud percibida y edad, para el modelo de Fien-
berg las debemos formar considerando cada categoria de la respuesta contra todas las
categorias posteriores. De esta manera, la primera a considerar es la Tabla 4.16

Tabla 4.16. Salud percibida y edad.

SALUD PERCIBIDA
Mala ] Regular, Buena o Muy buena
EDAD 65-74 82 | 235

>74 51 156
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que ya vimos que ticne una razén de ventajas igual a (51/156)/(82/235)=0,94; para la
siguiente razén de ventajas. la tabla a construir es la Tabla 4.17 que aparece a conti-
nuacién

Tabla 4.17. Salud percibida v edad.

SALUD PERCIBIDA

Regular | Buena o Muy buena
EDAD  65-74 123 | 112
>74 103 o 53

que da lugar a ana razon de ventajas de 1,77; csta se puede interpretar como gue un
vigjo con mds de 74 afios estd a un riesgo 1,77 veces superior de percibir su salud
como regular, respecto a buena o muy buena, en relacién a uno con edad entre 65 y
74 afios. Por tltimo, la otra razon de ventajas que se puede construir es la que enfren-
ta la categorfa "buena” con la "muy buena” a partir de ta Tabla 4.18

Tabla 4.18. Salud percibida v edad.

SALUD PERCIBIDA

Buena i Muy buena
EDAD 55-74 91 21
74 47 i 6

con un valor de 1,81. En resumen, las tres razones de ventajas estimadas 0,94, 1,77
y 1,81 cuantifican el riesgo de estar en las categorfas de salud percibida mala, regu-
lar y buena, respectivamente, en relacién a categorias superiores, de los mds viejos
respecto a los mas jovenes; es decir, los que tienen més de 74 afos tienden a perci-
bir su salud peor que los que ticnen entre 65 v 74 afos.

Un primer modelo a ajustar seria el que no tiene ninguna predictora

P(Y=s5) 0
P(Y>s)
gque también se puede escribir asf
P(Y=s)
P —— ]
P(Y>s5)

que nos va a permitir interpretar los términos independientes 8,; coeficientes de estos
tenemos uno para cada una de las categorias de salud percibida mala, regular y buens;
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para la primera categoria, mala salud, % se puede interpretar como cuantas veces es
mdas probable tener mala salud que tenerla mejor; €8: cuantifica cuanto més probable
es percibir la salud como regular en contra de sentirla como buena o muy buena; por
ultimo, ¢9% es el nimero de veces que es mds probable percibir la salud como buena
que como muy buena. Ajustar este modelo equivale a estudiar la salud percibida en
los viejos de la tabla 4.1 sin tener en cuenta la edad, por lo que en definitiva tenemos
133 viejos con mala salud percibida, 226 con una percepcién regular de su salud, 138
con buena salud v 27 con muy buena; asi, el logartimo del cociente entre la probabi-
lidad de percibir la salud como mala en contra de las restantes categorias es
133/(226+138+27)=0,340, por lo que su logaritmo es -1,078. La probabilidad de per-
cibir 1a salud como regular entre la correspondiente a buena o muy buena es
226/(138+27)=1,370 y su logaritmo 0,315. Por dltimo, una estimacién de la probabi-
lidad de percibir la salud como buena respecto a muy buena es 138/27=5,11, cuyo
logaritmo es 1,632,

Sin embargo, el programa utilizado para el ajuste, S-Plus, da como estimaciones
-1,078, 1,393 y 2,710; el primer valor es el logaritimo de la ventaja de tener mala salud
contra percibirla mejor; sin embargo, el valor 1,393 no es el logaritmo de la segunda
ventaja sino que [,393=0,315-(-1,078), es decir, el incremento del segundo logit res-
pecto del primero; ya gue esta diferencia es una estimacion de esta otra

| Plregular) . Plmala}
0 -lo =
& P(buena, muy buena) P(buena, muy buena)

Plregular)
Plbuena, muy buena)

P(mala}
Plregular, buena, muy buena)

log

podemos aseghrar que el.393=4 027 es una estimacion del ndmero de veces que es mas
probable el cociente del numerador que ¢l del denominador en la expresion anterior;
en efecto, 1,370/0,340 es, salvo errores de redondeo, precisamente 4,027, Si Jo que
nos interesa es la estimacion de la probabilidad de Ia calegoria regular contra la de
las signientes, no tenemos mas que calcular la diferencia entre las dos estimaciones
1,393-1,078=0,315 y elevar e a ella. Por tltimo, la diferencia 2,710-1,078=1,032 serd
la estimacion del logartimo de pertenecer a la categoria de salud percibida buena en
relacidn a muy buena; en efecto, la estimacion de esa probabilidad es 138/27=5,111,
por lo que el logaritmo es aproximadamente 1,632. En definitiva las estimaciones obte-
nidas son las correspondientes a 8y, 6,-0; v 056,
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El ajuste del modelo que contiene como predictora a la edad da lugar a una leja-
nia de 5,117 con 2 grados de Hbertad y unas estimaciones como las que aparecen en
la Tabla 4.19

Tabla 4.19. £stimacion de modelo de razones de continuidad con la EDAD como predictora.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR
0, -1,180 0,117
0:-0,

El coeficiente positivo de la EDAD indica que a valores mayores de edad le corres-
ponden valores menores de la respuesta, es decir, peor salud percibida; en efecto, ya
que los viejos mas jovenes estdn codificados como 0 y los mds mayores como 1, dicho
valor positivo es interpretable como que cuanta mds edad tienen los viejos peor per-
ciben su salud. Ya que antes vimos que 3 no depende de Ia categoria considerada,

e®'s131

es la estimacién comin de las tres razones calculadas 0,94, 1,77y 1,81 a partir de lag
tablas 4.16, 4.17 v 4.18.

La version multivariante del modelo de Fienberg es

P(¥Y=s)
log —— =8, - (}1 X, + BoXs +...+ BrXo
g P(Y>s5) BrXy + Xy BinX )

donde los coeficientes de las predictoras tienen la misma interprteacién que en mode-
lo univariante, salvo que ahora se controla por las restantes predictoras; evidentemente,
aqui s¢ sigue manteniendo la constancia del coeficiente de cada variable, sea cual sea
la categoria s de la respuesta. Mds adelante veremos como contrastar el cumplimien-
to de esta restriccidn.

La Tabla 4.20 muesira las estimaciones de los coeficientes del modelo que con-
tiene las predictoras edad, sexo y grado de acompafiamiento; la lejania resultante es
29,034 con 29 grados de libertad. Los signos positivos de la edad y el sexo indican
que a mds edad peor salud percibida y que las mujeres, SEXO=1, perciben su salud
peor que los hombres, SEXO=0; por el contrario, los signos negativos de la variable
que indica el grado de compafifa expresan que cuanto mds acompafiados se sienten
los viejos mejor percepeidn tienen de su salud,
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Tabla 4.20. Modelo de razones de continuidad con varias predictoras.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR
0, -0,819 0,200
0,60, | . 1513 0,149
6:-8, 2,827 0,241
SEXO. ool 0265 1 0,141
EDAD 0,257 0,142
CACOMI(T). T BAS 0,225
ACOM(2) 0,915 0,184

Asi, la probabilidad de poseer una mala percepcidn de la salud respecto a perci-
birla al menos como regular es
€0257 = 129

veces mayor en los viejos de mds de 74 afios respecto a los de edades comprendidas
entre 65 y 74 aflos, a igualdad de sexo y compaifiia. De igual forma, y por la restric-
cién que impone el modelo acerca de [a independencia del coeficiente y la categorfa
s considerada, 1,29 es la ventaja de los més viejos de percibir su salud como regular
en contra de buena o muy buena y, por dltimo, 1,29 es también la razén de ventajas
de percibir la salud como buena en contra de muy buena, Para el género, a igualdad
de las otras variables,
£0.265 = 1,30

estima la razdn de ventajas de una peor percepcidn de la salud por parte de las mujeres.
Por dltimo, son la razones de los que se sienten frecuentemente acompatiados, ACOM=1,
y en los que siempre se stenten acompafiados, ACOM =2, respectivamente, respecto a
los que se sienten casi siempre solos, ACOM=0, a igualdad de edad y género.

06346 = 053 vy 09146 = 040

Como las dos indicadoras creadas para el grado de compaiiia tienen coeficientes
parecidos, vistos sus errores estandar, dicotomizamos el grado de compafiia como se
hizo antes; las estimaciones resultantes aparecen en la Tabla 4.21.

Tabla 4.21. Modelo final.

VARIABLE ESTIMACION ERROR ESTANDAR
8, 0,724 0,199
] EEE R .10 L S 0,149
6+-6 2,913 0,240
CUSEXQ L 0275 T 0,141
EDAD 0,262 0,142
ACOMD 0,846 0,178
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La diferencia en lejanias entre estos dos modelos ajustados es de 2,28 que, para
un grado de libertad, resulta ser P=0,13. En definitiva, nos quedarfamos con este dlti-
mo modelo por ser mds parsimonioso; a partir de él, una estimacién del efecto del
grado de compaiiia es

0846 = (3,43
con un intervalo de confianza de

e 0846196(0,178) = (0,30 , 0,61)

4.4.4 | modelo de razones de continuidad extendido

El modelo de Fienberg también impone la restriccion de la independencia de los
coeficientes respecto a la categoria considerada; esta limitacién se puede obviar per-
mitiendo que los pardmetros varien con la categorfa de la respuesta como se hizo para
el modelo de ventajas proporcionales. De esta manera el modelo univariante de Fien-
berg para la edad queda en la forma

_ P(r=s)

=9, - BEDAD
P(Y>s)

donde ahora tenemos 3 pardmetros, By, 8,.0; para las categorias mala, regular y buena.
Aplicado a los datos de la Tabla 4.1, da lugar a una lejania de 0,00 con 0 grados de
libertad; como se vid en el apartado anterior, el modelo gue establecia la indepen-
dencia del coeficiente de la edad en relacion a la categorfa de la respuesta tiene una
lejania de 5,117 con 2 grados de libertad, por lo que el cambio producido en lejania
es de 5,117 v de 2 en los grados de libertad, que corresponde a un valor P=0,077. En
definitiva, hay sospechas fundadas de que la suposicién de que los pardmetros 3, son
independientes de la categorfa de la respuesta no es sostenible. Las estimaciones de
los pardmetros del modelo, junto a sus errores estandar, aparecen en la Tabia 4.22.

Tabla 4.22. Modelo que permite diferentes efectos para fa edad.

Constante EDAD

log Ply=1)/ P(Y=>1) -1,053 (0,128) 1 -0,065 (0,206)
log P(Y=2) / P(Y>2) 1,146 (01837 | 0,571 (0,297
log P(y=3)/ P(Y>3) 2,519 (0,274 [ 0,592 {0,538}

Segin este modelo, las estimaciones de los coeficientes para la edad, segin la cate-
coria de la respuesta son -0,065, 0,571 y 0,592 y, como el lector puede comprobar,
estas estimaciones no son mds que los logartimos de las razones de ventajas 0,94, 1,77
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y 1,81, calculadas de las tablas 4.16, 4.17 y 4.18; el hecho de que este modelo repro-
duzca exactamente nuestras observaciones es la razén de que tenga una lejania nula.

La versién multivariante del modelo de Fienberg también se puede generalizar
haciendo depender los patdmetros del modelo del punto de corte elegido

P(Y=s5)

——— = G- (B X et B
Pass - (B Xy Bins Xin)

Ajustando este modelo, el tnico pardmetro que parece cambiar en funcién de la
respuesta es ¢l correspondiente a la edad, con una diferencia en lejanfa de 5,608 para
2 grados de libertad, P=0,06, respecto al modelo con efecto constante para todas las
categorias; como en el modelo de ventajas proporcionales, tampoco se aprecian dife-
rencias entre las categorias 1 y 2 del grado de compafifa por lo que se pueden colap-
sar. En definitva, los coeficientes del sexo y del grado de compafifa sf son os mismos
para las distintas categorfas pero no el de la edad; los nuevos coeficientes estimados,
junto con sus errores estandars, aparecen en la Tabla 4.23.

SEXO EDAD ACOMD
1

log PiY="1)/ P(Y>1) 0,276 (9,141) -0,094 (0,210} -0,853 {0,178)

log P(Y=2) / P(Y>2) 10,276 (0,141) | 0572/ 0,301) 0,853 (0,178}

log P(Y=3)/ P(Y>3) 0,276 (0,141) 0,608 (0,611 -0,853 {0,178}
Tabla 4.23. Coefidientes estimados con sus errores estandar segun sexo y edad.

4.4.5 Comparacion de los modelos de McCullagh y Fienberg

Aunque los coeficientes en el modelo de Fienberg y en el de ventajas proporcio-
nales juegan un papel parecido, no son directamente comparables pues mientras este
predice probabilidades acumulativas, el primero trata con probabilidades condiciona-
les; realmente, el modelo de Fienberg es el modelo de riesgos proporcionales pro-
puesto por Cox (1972) para andlisis de supervivencia con tiempos discretos.

Antes de plantearse qué modelo elegir para un caso concreto, es conveniente cono-
cer las fortalezas y debilidades de cada uno de ellos. Una caracteristica interesante del
modelo de ventajas proporcionales es que los efectos de las predictoras se mantienen
si se colapsan categorfas adyacentes de la respuesta; por tanto, dos estudios que uti-
Hcen distintas categorizactones de la variable respuesta tendrdn resultados similares.
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Por otra parte, la magnitud de las estimaciones también se mantiene si se invierte el
orden de la variable respuesta (creciente o decreciente). Ninguna de estas dos desea-
bles propiedades las cumple el modelo de Fienberg; con este modelo los resultados
de una v otra codificacion ne son equivalentes pues dependerdn de si se estudia la
mejoria o el empeoramiento de la salud percibida.

Por otra parte, y es algo poco conocido, al contrario que en regresion logistica
binaria, ninguno de los modelos ordinales vistos es aplicable en los estudios en que
¢l muestreo se hace segin el valor de la variable resultado, por ejemplo, en los estu-
dios de casos y controles; Greenland (1994) demuestra que con este disefio, las esti-
maciones de los parametros del modelo son dependientes de la fracciones de muesiza,
por lo que, salvo en contadas ocasiones, sus estimaciones serdn sesgadas; esta pro-
picdad es una limitacion para su aplicacién en el andlisis de los estudios epidemiolé-
gicos ya que una parte sustantiva de ellos son estudios de casos y controles.

Mientras que para cualquier punto de corte el modelo de ventajas proporcionales,
por tratar probabilidades acumulativas, hace entrar en juego a todos los sujetos de
estudio, el modelo de razones de continuidad solo los utiliza para el primer punto; en
los siguientes cortes utiliza cada vez menos sujetos al tratar con probabilidades con-
dicionales. Estos hechos hacen que sea esperable una mayor variacién aleatoria para
las estimaciones del modelo de razones de continuidad.

La eleccion de un modelo debe estar en relacién a la hipotesis del estudio; el mode-
to de ventajas proporcionales es mds facil de interpretar pues representa el riesgo entre
cualquiera de las particiones que se pueden de la respuesta manteniendo su orden; a
favor del modelo de Fienberg juega el hecho de poder ser ajustado con programas de
regresion logistica binaria reescribiendo el fichero de datos, (Armstrong, 1989).

En caso que ninguno de los modelos sean buenas representaciones para nuestros
datos, queda la solucién propuesta por Anderson (1984) (the stereotype model), que
es similar al modelo policotémico pero que tiene en cuenta el orden de fa variable res-
puesta. El modelo policotdmico se definié en el Apartado 4.3 mediante la expresién

E(Bﬁs + Bl.in + [52.&X2 et Bmsxm)

P(Y=s :
( ) I + i gﬁ(}s + (BlXI + §2X2 +ot me}
§=2

Io gue significa que el efecto de cada variable sobre la respuesta varfa para cada cate-
goria distinta a la de referencia y, ademds, sin ninguna restriccién. Por tanto, el mode-
le policotdmico es muy flexible, en el sentido que no impone restricciones, pero al
precio de ser un poco parsimonioso y por tanto es complicado explicar sus resulia-
dos, especialmente cuando la respuesta tiene muchas categorias.
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Una forma de simplificar el modelo anterior es escribiendo los coeficientes By en
la forma f;z,; entonces el modelo anterior se puede escribir de esta otra manera

e By + By + B+ 4 B

1 + i eBO.\‘ + (ﬁ!X] + B'ZX;’ +oot lijm) [
§=2

P(Y=s)

por lo que la OR de pertenecer a la categoria s respecto a la de referencia es ahora

e E'it.c

por unidad de aumento en Ia predictora Xj; por tanto, este efecto depende por una parte
de la variable considerada y, por ofra, del pardmetro ¢, que tiene gue ver exclusivamente
con la categorfa s de la respuesta y, por taato, es igual para todas las predictoras.

Esta nueva formulacion simplifica mucho el modelo; en efecto, en el modelo poli-
cotémico, por cada predictora habfa que estimar ¢-1 pardmetros, por io que para las
m predictoras son m(c-1) pardmetros; en el modelo de Anderson hay que estimar uno
por cada predictora mds uno por cada categorfa distinta a la de referencia, en total (c-
1}+m que siempre es un nimero mucho menor que m{c-1); ademds, este modelo es
aplicable en cualquier disefio epidemioldgico, no cambian los efectos de las predic-
toras si se invierte el sentido de la variable resultado; estas propiedades hacen que sea
un modelo atractivo para modelar respuestas ordinales pero, desgraciadamente, los
programas para estimar sus pardmetros son de dificil accese.

4.5 ;Regresién ordinal o regresién binaria?

Fin este capitulo se ban descrito distintos modelos de regresion aplicables en caso
de una respuesta con caracter ordinal. Una pregunta no respondida hasta ahora es qué
ganamos con utilizar estos métodos en relacién a dicotomizar la respuesta y utilizar
el modelo de regresién logistica binaria.

Jna primera critica a la dicotomizacién de la respuesta es que el punto de corte
que se elija es uno entre varios, por lo que su eleccion puede fener un componente
importante de arbitrariedad; los resultados para el punto de corte elegido no tienen
por qué ser iguales a si se cambia de criterio de dicotomizacion.

Por otra parte, y desde el punto de vista de la eficiencia estadistica, la regresion
ordinal es casi siempre mds interesante que la regresidén binaria. Armstrong (1989)
estudio esta cuestion y comprobé que, salvo que se elija el punto de corte éptimo, la
pérdida de eficiencia puede ser relevante, En definitiva, los modelos de regresion para
variables ordinales pueden ser una herramienta valiosa y deben ser incorporados como
métodos de andlisis en los estudios tanto clinicos como epidemiolGgicos.
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ANEXO
PROGRAMAS INFORMATICOS PARA ANALIZAR
DATOS MEDIANTE REGRESION LOGISTICA

Actualmente son varios los programas mforméticos que incorporan procedimien-
tos para analizar datos mediante regresion logistica, especialmente para el caso bina-
rio. No es ficil la eleccién entre ellos debido a que son varias las caracteristicas a
considerar en la relacién coste-beneficio. Partiendo de este hecho, solo comentaremos
algunas caracterfsticas de dos de ellos: SPSS y S-Plus.

1. Programa SPSS5

La eleccion del programa SPSS viene condicionada por ser uno de los paquetes esta-
disticos mds difundidos en nuestro pafs, especialmente en el 4mbito sanitario. La ver-
sién 9.0 para Windows permite capturar distintos tipos de bases de datos, entre otras,
Excell, Access, dBase y también ficheros de texto.

Una vez leidos los datos, en la ventana Analizar se encuentran la mayvoria de los
procedimientos estadisticos que se pueden realizar con este programa; al activarla apa-
rece otra que se denomina Regresién, dentro de la cual estd logistica binaria. Al pul-
sarla aparece una pantalla encabezada con ¢l nombre Regresién logistica que es la
pantalla principal

En la parte izquierda hay una ventana donde estin todas las variables que apare-
cen en el fichero de datos

En la parte central de la pantalla aparecen cuatro ventanas; en Ia superior, deno-
minada Dependiente, es donde se debe incluir la variable dependiente que, en gene-
ral, se codifica con los valores Oy 1. A continuacién se incluyen en la segunda ventana,
llamada Covariables, la o las variables independientes y sus posibles interacciones;
una lercera ventana, Métode, permite elegir alguno de los procedimientos automati-
cos de seleccién de variables hacia adelante o hacia atrds, o bien, incluir a todas en
el modelo, que es el criterio por defecto y que se denomina INTRODUCIR. Por dlti-
mo, la cuarta ventana permite seleccionar una parte de los individuos del fichero con
relacién a alguna condicién respecto a alguna de las variables.
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Para el caso de variables predictoras categéricas con mds de dos categorfas, SPSS
permite construir las variables dummy correspondientes; para ello, pulsando el botén
Cagegorica aparecen dos nuevas ventanas. En la de la izquierda estan todas las pre-
dictoras y se trata de pasar a la ventana de la derecha las predictoras categdricas; esta
pantalla también permite elegir distintos métodos de formacion de variables duminy;
en esta monografia se ha wtilizado el que SPSS denomina Indicador.

Todavia queda por especificar qué categoria de ia predictora se tomard como refe-
rencia para lo que se dispone de dos opciones: a) la categoria cuyo valor asignado
sea el mds grande, la opcidn por defecto; b) el mds pequefio. Una vez especificada
esta informacioén y tras pulsar el botén Continunar se vuelve a Ia pantalla anterior.

De nuevo en la pantalla principal hay otro botén denominado Guardar, que leva
a una nueva pantalla que nos permite obtener los estadisticos necesarios para el diag-
nostico del modelo; marcando las distintas opciones podemos obtener variables cuyos
valores son las probabilidades predichas, el grupo predicho segtin el modelo defini-
do, la distancia de Cook, la influencia, los delta-beta y distintos tipos de residuales
para cada uno de los individuos del fichero; pulsando el botén Continuar volvemos
de nuevo a la pantalla principal.

Por tiltimo, pulsando el botén Qpciones permite, entre otras facilidades, el calcu-
fo del estadistico de Hosmer-Lemeshow, la eleccitn de los criterios de entrada y sali-
da de las variables en los criterios de seleccidn automdtica, la eleccion del nivel de
confianza para los intervalos de la razén de ventajas y la eleccion del punto de corte
para la clasificacién predicha en uno de los dos grupos de fa variable respuesta; pul-
sando el botén Centinuar de nuevo se vuelve a la pantalla principal.

Una vez realizado todo el proceso anterior, pulsando el boton Aceptar de la pan-
talla principal y después de una serie de iteraciones, SPSS nos lleva a la pantalla de
resultados.

Con la versién 9.0 de SPSS para Windows también se puede llevar a cabo la regre-
sidn policotémica o Logistica multinomial; también estd dentro de la ventana Ana-
lizar y Regresion y tiene un formato parecido al de Ja regresién logistica binaria; por
defecto, la categoria de referencia de la variable resultado es la que tiene un vator
mayor, de tal forma que si se quiere utilizar otra categorfa como referencia es nece-
sario recodificarla de tal manera que a &sta se le asigne el valor superior. Para las pre-
dictoras dispone de dos ventanas para distinguir las variables categéricas, de las que
forma las correspondientes dummy, de las numéricas. Para la version 10 se anuncia
la incorporacién al paquete de algtin modelo de regresién ordinal.
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2. Programa S-Plus

S-Plus es un paquete estadistico de gran versatilidad, con muchas posibilidades grd-
ficas; aunque ciertamente es mds complejo de utilizar que SPSS, la 6ltima versién
S-Plus 2000 estd construida bajo entorno Windows, lo que facilita bastante su mane-
jo. Incluye el modelo de regresién logfstica en la clase de modelos lineales genera-
lizados, por lo que su ajuste se realiza mediante 1a funcién glm (generalized linear
models). La especificacion del modelo se realiza mediante una férmula v el argu-
mento 'family=binemial” de la funcidn glm. La sintaxis para ajustar el modelo es
la siguiente

> modelo<- glm (Y ~ Xy + Xy + ... + Xp, family=hinomial)

donde ¥ es el nombre de la variable dependiente, que en este caso deberd ser dico-
tomica, Xy, Xy, ..., Xp son las variables predictoras y modelo es el objeto donde se
almacenardn los resultados del ajuste. Una vez creado el objeto modelo es posible
obtener tanto las estimaciones de los pardmetros como los estadisticos necesarios para
el diagnostico.

Con S-Flus se puede evaluar la forma funcienal de las predictoras pues este pro-
grama posibilita la utilizacién de muchas técnicas de alisamiento, en particular, median-
te los modelos aditivos generalizados (gam,).

Con relacién a los contenidos de esta monografia, la nueva version S-Plus 2000
tra¢ incorporadas una serie de librerius, entre ellas Design, que contiene la funcién
Irm que permite estimar los modelos para la regresion logfstica ordinal. Un gran atrac-
tivo de este programa es la existencia de un grupo coordinado por el Departamento
de Estadistica de 1a Carnegie Mellon University, http:/fwww.stat.cmu.edw/S/, en donde
aparccen muchas rutinas a ser wtilizadas.

Los cilculos y grificos de esta monografia se han realizado con S-Plus.
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